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Capitolo 1

Introduzione alla teoria dei

tratteggi

La matematica, generalmente, risolve
problemi complessi in modo semplice;
La teoria dei tratteggi risolve

problemi semplici tn modo complicato.

La teoria matematica dei tratteggi si colloca nell’ambito della teoria dei numeri.
Inizialmente basata su uno studio dei numeri a un livello molto basso (nel senso
informatico del termine, ossia un livello che considera tutti i minimi dettagli), si
¢ poi evoluta giungendo a livelli piu astratti. Essa ¢ nata come strumento per la
risoluzione di alcuni problemi riguardanti i numeri primi (come il calcolo dell’n-esimo
numero primo e la dimostrazione della congettura di Goldbach), ma, col passare del
tempo, si € sempre piu configurata come teoria matematica a sé stante, pur non
perdendo l'obiettivo originario.

E molto piu complesso scrivere un libro che presenta una nuova teoria matema-
tica, che scriverne uno che amplia una teoria esistente: si devono creare concetti
nuovi, rendere chiare analogie e differenze tra concetti simili, porre e risolvere pro-
blemi nuovi, chiarire come problemi diversi sono in relazione tra loro, sviluppare
tecniche di dimostrazione ad hoc, confrontare le soluzioni date a problemi simili,
individuare possibili evoluzioni della teoria... ¢ evidente che il lavoro ¢ lungo e
complesso, non solo dal punto di vista matematico, ma anche dal punto di vista di
stesura del testo, per cui sicuramente, nonostante le continue revisioni, sono rimasti
passaggi non chiari.

Anche da un punto di vista matematico credo che I'opera possa essere migliorata:
infatti questo libro non e stato scritto da un matematico, per scopi di ricerca, ma da

un semplice appassionato di matematica. La mancanza di un impegno professionale,
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come quello di un ricercatore, aumenta la possibilita di sviste o incoerenze varie, ma
in compenso questi problemi sono spesso risolti col passare del tempo.

Rispetto alla prima edizione, non pubblicata e nota solo a pochissimi, sono stati
aggiunti commenti ed esempi, molte definizioni e molti teoremi sono stati generaliz-
zati, le dimostrazioni sono state rese piu formali ed alcune errate sono state corrette.
Infine, ma non meno importante, per la scrittura si ¢ usato il linguaggio KTRX.

Molti risultati dimostrati in questo libro, e perfino alcune definizioni, possono
essere generalizzati: questo sara certamente uno dei principali obiettivi delle prossi-
me edizioni. Per il momento, si & preferito proporre una visione globale della teoria,
il piu possibile organica e coerente, toccando diversi argomenti e rendendo chia-
re per ciascuno le possibilita di generalizzazioni future (alcune delle quali, ritenute

particolarmente importanti, sono state gia enunciate come congetture).

1.1 Notazioni usate

1.1.1 Notazioni fondamentali

Per quanto riguarda gli insiemi numerici, indicheremo:
e l'insieme dei numeri interi con Z
e l'insieme dei numeri naturali (cioe degli interi maggiori o uguali a 0) con N
e l'insieme dei numeri interi non nulli con Z*
e l'insieme dei numeri naturali non nulli con N*

Inoltre, useremo il simbolo 400, o semplicemente oo, come uno speciale numero
confrontabile con gli interi e tale che x < oo per ogni x € Z. Analogamente,
useremo il simbolo —oo come uno spaciale numero tale che —oo < x per ogni x € Z.
Non effettueremo operazioni con questi speciali numeri, ma li abbiamo introdotti
solo per comodita notazionale. Ad esempio, la scrittura {z e N|1 <z <n} ¢ un
insieme finito di cardinalita n, se n € N*; se invece n = oo, esso coincide con N*. In
questo modo abbiamo uniformita notazionale per insiemi finiti ed infiniti.
Poniamo, inoltre, N = NU {0}, N = N* U {00}, Z = Z U {400, —x} ¢ Z" =
Z* U {400, —00}.

Definiamo intervallo da a € Z a b € Z, a < b, 'insieme {x €7 la<az< b}, e
lo denoteremo col simbolo [a, b]. Il numero |[a, b]| = b—a+ 1 si chiama lunghezza di

[a, b].
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Come conseguenza delle notazioni precedenti, si puo notare che N = [0,00] e Z =
[—00, +00].

Useremo il simbolo = per indicare che il simbolo posto alla sua destra e quel-
lo posto alla sua sinistra sono due modi diversi di scrivere la stessa cosa: ogni
occorrenza del primo puo essere sostituita col secondo, e viceversa. Esso e utile

per definire delle notazioni concise per certe espressioni; ad esempio, € noto che

€T sex >0
2| = . .
—z altrimenti

Useremo il simbolo = per indicare che I’espressione posta alla sua destra e quella
posta alla sua sinistra hanno lo stesso valore. Ad esempio, a - 0 = 0 sempre, e
da =12 & a = 3.

A volte utilizzeremo la notazione lambda per definire funzioni senza nome; ad
esempio Ax.3x per indicare la funzione nella variabile x che associa ad z il valore
3x.

Definizione 1.1. Siano a € N, b € N*. §i definisce:
e amodb = resto della divisione di a per b

amodb seamodb >0

e amod b=
b altriments
— db
° {%J = quoziente della divisione di a per b = %
a

a {—J seamodb=0 ;4 _ gmod*d
-1~ { S

b bJ +1 altriment: b

Conveniamo di leggere i simboli appena definiti rispettivamente come “a modulo
%77
corrispondenti ai simboli definiti, ossia Aa.\b.a mod b, Aa.\b.a mod* b, Aa.\b. L%J e

b7, “a modulo star b”, “parte intera di §” e “parte intera per eccesso di 3. Le funzioni

Aa.\b. {ﬂ, vengono chiamate rispettivamente “modulo”; “modulo star”, “parte inte-
ra” e “parte intera per eccesso”. Le funzioni modulo e modulo star vengono chiamate
entrambe funzioni modulo'; le altre due vengono chiamate funzioni parte intera.

Dalla definizione precedente segue che, per ogni a € N, b € N*:
e 0<amodb<b—-1

e 1 <amod*b<b

I Attenzione al plurale: la funzione modulo & Aa.Ab.amodb; le funzioni modulo sono
Aa.\b.amod b e Aa.\b.a mod* b
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Nelle espressioni, gli operatori mod e mod* hanno la stessa precedenza della molti-
plicazione; ad esempio, abmod ¢ = (ab) mod c e a + bmod ¢ = a + (bmod ¢).

Le operazioni che useremo su N sono:

® SoInma

prodotto

differenza

modulo, modulo star
e parte intera, parte intera per eccesso

La differenza in N e definita solo quando il primo operando & maggiore o uguale
al secondo. Quando la continua verifica di questa proprieta potrebbe risultare no-
iosa, useremo (Z,+,-) come anello commutativo unitario, ma solo come strumento

intermedio in calcoli molto lunghi.

1.1.2 Valori di verita come interi

Incontreremo molto spesso funzioni definite per casi. Spesso i casi sono solo due,

quindi si ha la forma generale

espressionel () se condizionel (x)
f(x) =

espressione2 (x) altrimenti

A volte espressionel (x) e espressione2 (x) sono cosi simili che conviene definire
la funzione in una forma alternativa, utilizzando la convenzione (diffusa in alcuni
linguaggi di programmazione, come il C) di trattare i valori di verita come degli
interi. Un valore di verita e il risultato della valutazione di una condizione, come
a > 10: se la condizione e falsa, il suo valore di verita ¢ F; altrimenti ¢ V (al posto
di F e V si puo usare qualsiasi coppia di simboli con gli stessi significati). Noi, come
nel linguaggio C, daremo ad F il valore intero 0 e a V il valore intero 1. In questo
modo potremo usare le condizioni come operandi di operazioni che normalmente si
applicano su interi, valutando la condizione col valore intero associato al suo valore
di verita. Ad esempio, I'espressione 2 + (b > 0) ha valore 3 se b > 0; 2 altrimenti.

Con questa notazione, la funzione di parte intera per eccesso:

L J se amod b =0

L

e
> e
- 1

I

[SUFSTEES JIS)

J + 1 altrimenti
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si puo scrivere anche:

{%—‘ = {%J + (amod b > 0)

In questo caso si possono anche omettere le parentesi, perché si conviene di

valutare i confronti prima di somme e differenze ma dopo prodotti, divisioni e moduli.

1.1.3 Altre notazioni

Altre notazioni usate nel corso del libro sono:
e Dom f per indicare il dominio della funzione f.
e f(x) =L, per indicare che z ¢ Dom f (cio¢ f non ¢ definita per x).
e fix per indicare la restrizione della funzione f ad X.

e [X — Y], dove X eY sono insiemi, per indicare 'insieme delle funzioni da X
inY.

e 2% dove X ¢ un insieme, per indicare I'insieme delle parti di X.
e maxf (x) per indicare il massimo di f (z) al variare di = nel dominio di f.

e argmaxf (x)per indicare il numero x in corrispondenza del quale la funzione
x

f assume il suo massimo valore.
e S, per indicare il gruppo delle permutazioni di {1,...,n}.

e 04 (1,...,x,) per indicare il k-esimo polinomio simmetrico elementare nelle
variabili 1, ..., z, (ad esempio, o (21, T2, T3, T4) = T1To+T1T3+T1T4+Tox3+

Toly + T3T4).
e [f(a)|a€{l,...,n}] come abbreviazione di [f (1),..., f (n)].

e nA, dove A CZ en € Z, per indicare U'insieme {nx | x € A}.

1.2 Stile delle dimostrazioni

Per quanto riguarda le dimostrazioni, adotteremo uno stile molto preciso e formale.
Nulla verra lasciato all’intuizione del lettore, ogni passaggio verra spiegato in modo

che sia possibile verificarne la correttezza semplicemente applicando 'aritmetica, la
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logica elementare (ad esempio, se A = B allora =B = —A) o risultati preceden-
temente dimostrati. Si e scelto questo stile principalmente per poter verificare in
modo semplice la correttezza di una dimostrazione.

Ogni passaggio di una dimostrazione sara numerato univocamente. Un passaggio

puo essere:

e una formula che si suppone vera (come si fa ad esempio nelle dimostrazioni

per assurdo)
e una formula ricavata da passaggi precedenti
e una notazione introdotta col simbolo =

Nel primo caso, la formula e preceduta dalla parola “Se”, ed i passaggi che dipendono
da essa saranno indentati ad un livello superiore. Nel secondo caso, il passaggio
viene spiegato tra parentesi quadre (a seconda dei casi, si possono indicare da quali
passaggi precedenti deriva, quale teorema ¢ stato applicato, se deriva banalmente
dall’aritmetica di N o dalla logica elementare, ecc.). Nell'ultimo caso, non viene
fornita alcuna spiegazione. In generale, le prime formule della dimostrazione sono
quelle piu vicine alla tesi (in particolare, la prima ¢ identica alla tesi), mentre le
ultime sono dettagli che vengono utilizzati a supporto di formule precedenti.

A titolo di esempio, dimostriamo nel nostro stile il famoso teorema di Euclide sui

numeri primi. Denotiamo con p,, 1'n-esimo numero primo, per ogni n € N* (quindi
P1 = 2)

Teorema 1.1. FEsistono infiniti numeri primi.
In altri termani, Yn > 0dp > p, : p € primo.
Dimostrazione.
1. Vn > 03p > p, : p & primo [da 2., 2—(a) e 2—(b), per assurdo]

2. Sia n > 0 tale che ¥p > p, : p non ¢ primo (cioe I'ultimo primo ¢ p,, e tutti e

soli i primi sono py, ..., pn)

(a) p1...pp+ 1 ¢ primo [da 2. e i.]
L Vie{l,...,n} :pitp1...pn+1[daii, A. e (c), per assurdo]
ii. Sia i tale che p; [ p1...pn+1
A. p; |1 [daii. e B.]
B. pi|pi-- pn
(b) p1...pn+1>p,[dai e (c)]
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Lopr...pn=
P1..-Pn—1Pn =
2" 1p, >
Pn

(¢) p; > 2 per ogni ¢ [lo prendiamo come assioma)

In generale, i riferimenti ad un passaggio possono essere assoluti o relativi:

e i riferimenti assoluti indicano tutto il percorso che porta al passaggio deside-

rato, a partire dal livello piu alto, ad esempio “2.—(a)-i.—A.”;

e i riferimenti relativi indicano il percorso che porta al passaggio desiderato, a

partire dal passaggio corrente.

Ad esempio, al terzo rigo della dimostrazione, la spiegazione “|da 2. e i.]” contiene un
riferimento assoluto (“2.”) ed uno relativo (“i.”). Con un percorso relativo ¢ possibile
passare ad un passaggio “padre”, “figlio” o “fratello”, utilizzando la terminologia degli
alberi. Cio € ambiguo in teoria, ma non in pratica, in cui ci si assicura che col buon
senso sia sempre possibile individuare il passaggio a cui ci si riferisce in modo relativo.

Questo modo di procedere ha vantaggi e svantaggi. Tra i vantaggi:

e Le dimostrazioni sono comprensibili senza tanta riflessione
e E facile verificare la correttezza di una dimostrazione

e Le dimostrazioni sono scritte in modo semplice: nessun discorso contorto con

W

molti “quindi”, “perché”, “infatti”, ecc.

e Leggendo solo i passaggi fino ad un certo livello di indentazione (ad esempio
il secondo), & possibile ottenere una versione abbreviata della dimostrazione.

Infatti, i dettagli si trovano agli ultimi livelli di indentazione.

Il principale svantaggio e che le dimostrazioni sono lunghe e forse noiose. Cio ¢ del
tutto voluto: si cerchera infatti di separare le parti noiose da quelle interessanti,
in modo da confinare le prime nelle dimostrazioni, e le altre in definizioni, esempi,
commenti, enunciati. Il lettore frettoloso puo quindi saltare le dimostrazioni, con la
certezza di non perdere niente di rilevante. Le dimostrazioni piu significative sono
comunque segnalate e commentate.

Le uniche occasioni in cui useremo lo stile di dimostrazione “classico”, piuttosto

che quello appena descritto, sono i risultati classificati come “osservazioni”.

2T termini “noioso” e “interessante” sono legati a giudizi personali dell’autore.
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1.3 Interi o naturali?

Nella teoria dei tratteggi si opera molto piu spesso su numeri naturali, che su interi.
Cio comporta, ad esempio, che in molti contesti scritture come 2 — 3 non hanno
senso, € come scrivere %. In particolare, nella teoria dei tratteggi esistono funzioni
che possono restituire interi negativi, ma mai funzioni che sono definite per interi
negativi®.

Si & scelto di escludere i numeri negativi* come argomenti di funzioni semplice-
mente perché, per come e attualmente concepita la teoria, non ce n’¢ bisogno. La
teoria dei tratteggi serve principalmente a risolvere il piu elementare problema ma-
tematico: quello di contare. Contare significa enumerare oggetti discreti: dire qual
e il primo, qual & il secondo, qual ¢ il terzo, e cosi via. Quando si conta e necessario
fissare un numero iniziale (per noi sara 0 o 1, a seconda dei casi) ed andare avanti
a partire da questo. La teoria € piena di funzioni che enumerano qualcosa: € abba-
stanza naturale allora che queste funzioni siano definite solo per numeri positivi (che
fungono da indici), sebbene gli oggetti contati possono essere dei tipi piu disparati,

7, compreso, purché ovviamente la loro totalita sia numerabile.

Qualcuno si potrebbe domandare se, pur non potendo essere argomenti di fun-
zioni, gli interi negativi potrebbero essere utili nelle dimostrazioni, come “oggetti
intermedi”. Questo finora e stato praticato in maniera molto limitata, ma nulla
vieta che in futuro possa diventare pratica pitt comune.

Qualcuno puo non essere soddisfatto dalla semplice giustificazione “non ce n’e
bisogno” per I'esclusione degli interi come argomento di funzioni che contano. Nulla
vieta di contare avendo come indici gli interi anche negativi, o i razionali, o qualsiasi
insieme numerabile: tutte queste potrebbero essere generalizzazioni della teoria. In
realta ho tentato di definire funzioni che contano definite su Z. Ora riassumero
brevemente i risultati di questi tentativi; il resto del paragrafo comunque puo essere

saltato senza compromettere la comprensione del resto del libro.

L’inclusione dei negativi comporterebbe delle generalizzazioni di molte strutture
che studieremo. Queste generalizzazioni, se effettuate nel modo piu “naturale” pos-
sibile, introdurrebbero particolari simmetrie, dovute al fatto che gli interi negativi
sono, in un certo senso, simmetrici dei positivi. Ovviamente una generalizzazione

che puo essere “naturale” per qualcuno puo non esserlo per altri, ma, quando dico

3 Attenzione all’espressione “funzioni della teoria dei tratteggi”. Di funzioni definite su interi ne
vedremo alcune, come la somma mista definita nel paragrafo successivo, ma si tratta di funzioni
ausiliarie, non oggetto di studio della teoria.

4Dato che non si parlerd mai di numeri non interi, le espressioni “numero” e “numero intero”
sono da intendersi, in questo libro, equivalenti.
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che una generalizzazione ¢ “naturale”; intendo dire che sembra trovare un suo senso,

una sua collocazione nel complesso della teoria e dei suoi scopi.

Fin qui, nulla di male; tuttavia, se si generalizzassero le strutture della teoria
dei tratteggi, si dovrebbero generalizzare anche delle funzioni aritmetiche che ricor-
rono molto spesso nella teoria: mi riferisco alle funzioni che abbiamo visto poco fa:
il modulo e le due varianti della parte intera. Anche queste funzioni hanno delle
loro “naturali” generalizzazioni, ma qui 'aggettivo “naturale” e inteso rispetto al-
I’aritmetica, non alla teoria dei tratteggi. Il problema ¢ che risulterebbe davvero
poco intuitivo accostare le “naturali” generalizzazioni delle strutture della teoria dei
tratteggi con le “naturali” generalizzazioni delle funzioni aritmetiche: infatti queste
ultime non godono delle simmetrie che la teoria dei tratteggi generalizzata vorreb-
be. Ad esempio, Tmod3 = 1 ma —7 mod 3 = 2. Cio appare naturale a qualsiasi
matematico, tuttavia un buon “teorico dei tratteggi” direbbe che —7mod 3 dovrebbe
essere, per ragioni di simmetria, —1. A questo punto, volendo privilegiare cio che e
naturale per la teoria dei tratteggi rispetto a cio che ¢ naturale per I'aritmetica, si
dovrebbero modificare le usuali definizioni di modulo e parte intera. Questa volta

a € Z ebe Z e le definizioni sono le seguenti:

resto della divisione di a per b se a > 0

amodb =
(—a) modb altrimenti
La J ) quoziente della divisione di @ per b se a >0
bl ) = L’T“J altrimenti

L J se amod b =0

—
> e
R

I

—

SHISTES JIS)

| +sgn(a) altrimenti

Queste definizioni creano una certa simmetria tra interi positivi e negativi, come
si puo vedere in figura 1.1, e cio avrebbe senso nella teoria dei tratteggi. Tuttavia
esse, come gia detto, non danno un grosso contributo ad una teoria il cui scopo
primario, in fin dei conti, e quello di contare. Quindi, da ora in poi, useremo le defi-
nizioni date nel paragrafo precedente. Come conseguenza, le funzioni che definiremo

e studieremo non saranno mai definite per numeri negativi.
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Figura 1.1: Simmetria delle definizioni alternative di modulo e parte intera
1.4 Definizioni principali

1.4.1 Da un problema concreto ai tratteggi

I tratteggi sono, in prima analisi, una formalizzazione matematica di problemi come

il seguente:

Problema 1.1. Aldo, Giovanni e Giacomo vanno regolarmente a correre. Aldo
corre ogni tre giorni, di mattina; Giovanni corre ogni quattro giorni, di pomeriggio;
Giacomo ogni cinque giorni, di sera. Oggi corrono tutti e tre. A partire da domanit,

chi sara il decimo a correre e tra quanti giorni lo fara?

Per risolvere questo problema, occorre tener traccia, in ordine temporale, di chi
corre, in modo da scoprire chi sara il decimo e tra quanti giorni. Posto che oggi

corrono tutti e tre e i giorni si cominciano a contare a partire da domani, si ha che:
e Aldo correra tra tre giorni, di mattina. Sara quindi il primo a correre.

Il quarto giorno correra Giovanni, di pomeriggio: sara il secondo.

Il quinto giorno correra Giacomo, di sera: sara il terzo.

La mattina del sesto giorno correra di nuovo Aldo: sara il quarto.

Il pomeriggio dell’ottavo giorno correra di nuovo Giovanni: sara il quinto.

La mattina del nono giorno correra Aldo per la terza volta: sara, complessiva-

mente, la sesta persona a correre.

La sera del decimo giorno correra Giacomo: sara il settimo a correre.
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| (0[1]2[3[4]5]6[7[8]9]10[11[12[13[14]15]
Aldo - - - - - -
Giovanni | - - - -
Giacomo | - - - -

Tabella 1.1: Rappresentazione grafica per il problema 1.1

e [l dodicesimo giorno correranno sia Aldo, di mattina, che Giovanni, di sera:

quindi Aldo sara 'ottavo e Giovanni il nono.

e Il quindicesimo giorno, di mattina, correra di nuovo Aldo: sara il decimo
a correre (anche Giacomo correra lo stesso giorno, ma di sera: sara quindi

I'undicesimo).

La soluzione del problema e quindi: “Aldo, tra quindici giorni”.

Un approccio grafico al problema potrebbe essere quello di disegnare una tabella

come la 1.1. Le colonne rappresentano i giorni che passano a partire da quando
corrono tutti e tre insieme (situazione che non e rappresentata; volendo, sarebbe il
giorno 0); all’incrocio di riga e colonna si inserisce un trattino per segnare il fatto
che una persona va a correre.
Non e un caso che la prima riga sia quella di Aldo, la seconda quella di Giovan-
ni e la terza quella di Giacomo. Infatti, poiché i tre corrono, rispettivamente, di
mattina, a pomeriggio e di sera, ordinando cosi le righe si puo seguire I'ordine tem-
porale partendo dalla prima cella della prima riga (la mattina del primo giorno) e
spostandosi verso il basso e verso destra. Quindi, dalla prima cella della prima riga
ci si sposta alla prima della seconda riga (il pomeriggio del primo giorno), quindi
alla prima della terza riga (la sera del primo giorno), poi alla seconda della prima
riga (la mattina del secondo giorno), e cosi via. Avendo disegnato la tabella, per
rispondere al quesito posto, basta contare i trattini che si incontrano procedendo
nell’ordine descritto, fermandosi al decimo. Invito i lettori a provare: troveranno
che il decimo trattino sta nella quindicesima cella (quindicesimo giorno) della prima
riga (quella di Aldo), da cui la soluzione cercata.

Ora formalizziamo matematicamente tutto cio. Cominciamo col rappresentare
le tre persone con dei numeri interi positivi: 1 per Aldo, 2 per Giovanni e 3 per
Giacomo. Si noti che i numeri sono assegnati in modo che, se due persone corrono
lo stesso giorno, chi corre prima ha il numero piu basso. Ad esempio, il dodicesimo
giorno corrono Aldo e Giovanni, ma Aldo (numero 1) corre la mattina, prima di
Giovanni (numero 2) che corre il pomeriggio.

Una corsa ¢ identificata univocamente da due numeri: il numero della persona che

corre (es. 3 per Giacomo) ed un numero progressivo che conta tutte le volte che
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va a correre quella persona. Ad esempio, la quarta corsa di Giacomo e identificata
dalla coppia (3,4): il 3 per indicare Giacomo ed il 4 per indicare la sua quarta corsa.
Ogni persona corre, nel nostro modello, infinite volte.

La corsa ¢ formalizzata col concetto di trattino:

Definizione 1.2. Si definisce trattino una coppia ordinata t = (i, k) € N* x N.
i e detto indice del trattino, e si definisce la funzione ind : N* x N — N* come
ind ((i, k)) = 1.

Sia C' C N*. Si pone Trattc = C x N (Iinsieme di tutti i possibili trattini con
indice in C).

Ogni corsa avviene in un certo giorno, secondo una legge fissata (nel nostro caso,
Aldo corre ogni tre giorni, Giovanni ogni quattro e Giacomo ogni cinque). La legge
che associa una corsa al giorno in cui questa ha luogo e detta tratteggio. Il nostro
modello impone che una persona non puo correre piu di una volta lo stesso giorno e
che esiste un giorno iniziale, detto origine, in cui tutte le persone considerate vanno

a correre. In termini piu formali:

Definizione 1.3. Sia C C N*, C' # (). Si definisce tratteggio una funzione T €
[Tratte — Z| tale che:

e V(n,0),(m,0) € Trattc : T ({(n,0)) =T ({m,0)) = Or = origine di T
o V(n,k),(n,h) € Trattc : k < h =T ((n,k)) <T ((n,h))

Se T ¢ tale che, nella seconda proprieta, si puo scrivere < anziché <, allora T si
dice strettamente monotono.

C si dice insieme delle componenti del tratteggio.

|C| € detto ordine del tratteggio, e si indica con ord (T'). Se ord (T') = n, si dice
che T ¢ di n-esimo ordine. Se ord (T') € N, T si dice finito; altrimenti (cioé se
ord (T') = o0) si dice infinito.

Chiamiamo T; il tratteggio che rappresenta la situazione descritta nel problema
1.1, e rappresentata nella tabella 1.1. Esso ¢ di terzo ordine (perché si sono consi-
derate tre persone), dunque ¢ una funzione da Tratty; o3y in Z. La funzione deve
essere tale che T} ({i, k)) deve indicare tra quanti giorni correra la persona i (1 per
Aldo, 2 per Giovanni e 3 per Giacomo), quando correra la k-esima volta (k = 0 il

giorno iniziale). Stando ai dati disponibili, tale funzione é:

3k sei=1
Ty ((i, k) = 4k sei=2 (1.1)
5k set1 =3
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E facile verificare, riguardando la definizione precedente, che T} € un tratteggio,
in particolare un tratteggio strettamente monotono, e che Op, = 0.

Per convenzione, denoteremo i tratteggi con le lettere maiuscole da 7T in poi; i
trattini, con le rispettive minuscole.

Si noti che un tratteggio e una funzione che ha insieme di arrivo in Z. Ai fini
del nostro esempio, sarebbe bastato considerare N, perché si comincia dal giorno 0,
ma la definizione piu generale consente di modellare anche altri tipi di problemi, in
cui si fa riferimento a cio che accade nel passato (-1 rappresenta ieri, -2 1'altro ieri,

eccetera).

Definizione 1.4. Sia T' un tratteggio e t un trattino. Set € DomT, si dice che t
appartiene al tratteggio T e si scrivet € T. Se A e un insieme di trattini, si pone
ACT=ACDomT.

Si distinguono vari tipi di tratteggi. Ad esempio, un tratteggio T' puo essere:
e lineare, se T ((i, k)) = n; - k, con n; € N* fissati

e ineare con spiazzamento, se T ((i,k)) = n;, - k+s;, con n; € Ned s, € Z

assegnati

Definizione 1.5. Siano T' un tratteggio e t € T un suo trattino. Il numero T (t) si
dice valore dit inT. T (t) si puo scrivere anche come |t|,., o come |t|, se il tratteggio

a cui ci si riferisce € chiaro dal contesto.
Definizione 1.6. Si definiscono i sequenti simboli:
o TF conk € N, denota Uinsieme di tutti i tratteggi di ordine k

o TV = |J TF denota linsieme di tutti i tratteggi finiti
keN*

o TV = U T* denota linsieme di tutti i tratteggi (finiti e infiniti)
keN”

1.4.2 Rappresentazione grafica

Come abbiamo visto, un tratteggio si puo rappresentare con una tabella, avente
tante righe quant’e 'ordine del tratteggio ed infinite colonne, numerate a partire da
Or. In una cella di riga r e colonna c si disegna un trattino se e solo se 3t = (r, k) €
T 9 T (t) = c. Ad esempio, il tratteggio T} (equazione 1.1) si puod rappresentare con

la tabella 1.1. In teoria, per rappresentare l'intero tratteggio, la tabella dovrebbe
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L 0 [if2] 3 [ 4 [ 5 [ 6 [7]
(1,0) (1,1) (1,2)
(2,0) (2,1)
(3,0) (3,1)
8 [ 9 [ 10 J11] 12 [13][14] 15 |
(1,3) (1,4) (1,5)
(2,2) (2,3)
(3,2) (3,3)

Tabella 1.2: Rappresentazione grafica dei trattini del tratteggio 77 (equazione 1.1)

avere infinite colonne, ma chiaramente nella pratica ci si ferma ad un certo numero
di colonna, utile per gli scopi del momento (15 in questo caso), restando sottinteso
che le colonne dovrebbero continuare all’infinito.

In generale, due trattini sulla stessa riga hanno lo stesso indice: se una riga e
piu in basso di un’altra, vuol dire che i suoi trattini hanno un indice maggiore di
quelli della riga posta piu in alto. I trattini (i, k) sulla prima colonna hanno tutti
k = 0. Partendo dal trattino (i, k) e continuando a leggere la riga ¢ verso destra,
il primo trattino che si incontra e (i, k + 1). Nel caso del tratteggio 77, cid si puo
visualizzare con una tabella come la 1.2. Tale rappresentazione e piu completa, ma

generalmente preferiamo la prima, pit concisa.

1.4.3 Ordinamento temporale

Definizione 1.7. Sia T' un tratteggio. Sui suot trattini si definisce la relazione <,
detto ordinamento temporale, tale che Vt = (i,n) € TVt' = (j,m) € T : t <t &,
lt| < ||V ([t|]='|AN(E<jV(i=jAn<m))).

Ad esempio, nel tratteggio 77 si ha: (1,0) < (2,0) < (3,0) < (1,1) < (2,1) <
(3,1) < (1,2) <(2,2) < (1,3) <(3,2) < (1,4) < (2,3) < ...

Come gia detto, 'ordinamento temporale si ottiene leggendo la tabella che rap-
presenta un tratteggio dall’alto verso il basso, da sinistra verso destra e, all’interno
di una cella, per valori crescenti della seconda componente del trattino.

Si dimostra facilmente che la relazione < e una relazione d’ordine, anche per i
tratteggi non strettamente monotoni. Ad esempio, supponiamo che Aldo corra due
volte la mattina del sesto giorno (tabella 1.3): il tratteggio U che modella questa
situazione non ¢ strettamente monotono, perché si ha U ((1,2)) = U ((1,3)) =6 (la
seconda e la terza corsa di Aldo hanno luogo entrambe nel sesto giorno). Secondo
la definizione di ordinamento temporale, si ha (1,2) < (1,3) e non (1,3) < (1,2).
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| 0 [t]2] 3 [ 4 [ 5 [ 6 7]
(1,0) (L1) (1,2),(1,3)
(2,0) (2,1)
(3,0) (3,1)
8 | 9 | 10 [u1]| 12 [13[14] 15 |
(1,4) (1,5) (1,6)
(2,2) (2,3)
(3,2) (3,3)

Tabella 1.3: Un tratteggio non strettamente monotono: Aldo corre due volte lo
stesso giorno

Di conseguenza, si possono ordinare i trattini di U solo nel seguente modo: (1,0) <
(2,0) < (3,0) < (1,1) < (2,1) < (3,1) <(1,2) < (1,3) <(2,2) < ...

Notiamo che il criterio per stabilire quale di due trattini ¢ minore di un altro si
semplifica molto, rispetto alla definizione 1.7, per i tratteggi di primo ordine, come

si puo facilmente verificare:

Proprieta 1.1. Sia T un tratteggio di primo ordine con insieme delle componenti
{i}, e siano t = (i,h) € T eu = (i,k) € T. Allorat <u< h<k.

E utile introdurre sin da ora dei termini che indicano l'insieme di tutti i trattini
il cui valore ¢ compreso in un certo insieme di valori (nel problema 1.1, I'insieme di

tutte le “corse” (trattini) che avvengono in un insieme di giorni consecutivi fissato):

Definizione 1.8. Siano T € TV , z,y € Z, x < y. L’insieme U T =
<2<y

{teT |z <|t| <y} prende il nome di finestra di T da = a y.

Ad esempio, La finestra di 77 da 4 a 7 coincide con l'insieme {(2,1) , (3,1),(1,2)}.
A partire dall’ordinamento temporale < si possono definire in modo ovvio le

relazioni =,<, > e >:

Definizione 1.9. Sia T' un tratteggio. Sui suoi trattini si definiscono le relazion:

=,<, > e > tali che per ognit € T, t' € T si ha:
g def / /
e t=t'<=t<t ANT <t
, def / !
et<t==t<t ANt Lt
ot >t &Ly oy
ot >t &Ly <y

In particolare, riguardo alle prime due relazioni, si verifica facilmente che:
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Proprieta 1.2. Sia T un tratteggio. Per ognit = (i,n) € T, t' = (j,m) € T si ha:
eit<ts|t|<|l|V(t|=|IN(GE<jV(i=jAn<m)))

el=t'Si=jAn=m

1.4.4 Sottotratteggi e sovratratteggi

Nel problema 1.1 si tratta di tre persone che vanno a correre: Aldo, Giovanni e
Giacomo. Ci si puo pero restringere a considerare solo due delle tre persone, ad
esempio Aldo e Giovanni, mantenendo le ipotesi che oggi corrono tutti e due (ba-
nalmente deducibile dal fatto che oggi corrono loro due, piu Giovanni, come asserito
nel problema 1.1) e che Aldo corre ogni tre giorni e Giovanni ogni cinque.

Questa nuova situazione viene modellata con la tabella 1.4.

| [1[2]3]4[5]6]7[8]9]10]11[12][13[14[15]
Aldo - - - _ _

Giacomo - - -

Tabella 1.4: Rappresentazione grafica per il problema 1.1, considerando solo Aldo e
Giacomo

Essa corrisponde al tratteggio T3 : Tratty 33 — Z tale che:

3k sei=1
bk sei=3

Si noti che non sono cambiati i numeri assegnati alle persone: Aldo ha sempre il
numero 1 e Giacomo il numero 3.
T; si dice sottotratteggio di T;. Si puo notare che Ty = T'jvar (1.3 un sottotrat-

teggio € quindi una restrizione di un altro tratteggio.

Definizione 1.10. Siano T e T’ due trattegqi e siano C' e C', rispettivamente, gli
insiems degli indici di T e di T'. Sia C' C C e T = Tinaw,. Allora T viene
detto sottotratteggio di T, e si scrive T' < T. FEquivalentemente, T viene detto
sovratratteggio di T , e si scrive T > T'.

Si pone inoltre T' =T [cy, ..., ¢y, dovec; < ... < ¢, e C"={cr,...,cn}.

Come abbiamo visto, un sottotratteggio 7" di un tratteggio T viene rappresentato

da una tabella ottenuta da quella di T" eliminando zero o piu righe (ma non tutte).
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1.4.5 Classi e spazi

Si sara notato, nell’analisi del problema 1.1, che alcuni giorni corrono piu persone
(anche se in diversi momenti della giornata), in altri giorni corre una sola persona, e
in altri giorni non corre nessuno. Ad esempio, il dodicesimo giorno corrono sia Aldo
che Giovanni, il terzo giorno corre solo Aldo ed il settimo giorno non corre nessuno
(v. tabella 1.1). Si puo semplificare questa questione, dicendo che ci sono alcuni
giorni in cui corre qualcuno (almeno una persona) ed alcuni giorni in cui non corre
nessuno. Nella terminologia della teoria dei tratteggi, i primi vengono detti classi

ed i secondi spazi.

Definizione 1.11. Si definisce classe per valore (o semplicemente classe) di un
tratteggio T con insieme di indict C, una classe di equivalenza su Tratte indotta
dalla relazione “avere lo stesso valore™. Si definisce valore di una classe c il valore
di uno dei suoi elementi, e lo si indica con |c|; o |c|, a seconda del contesto.

Una classe con piu di un rappresentante viene detta sovrapposizione.
Ad esempio, le tre classi di valore piu basso in 77 sono:

e la classe di valore 0, che ¢ una sovrapposizione perché ha tre rappresentanti:
(1,0), (2,0) e (3,0) (corrono Aldo, Giovanni e Giacomo, si tratta del giorno

iniziale);

e la classe di valore 3, che non e una sovrapposizione, perché ha come unico

rappresentante (1,1) (corre solo Aldo);
e la classe di valore 4, con unico rappresentante (2, 1) (corre solo Giovanni).

Sulle classi di un tratteggio T si definisce un ordinamento, detto ordinamento tem-
porale come quello dei trattini, tale che se ¢ e d sono due classi, ¢ < d = |¢|; < |d|,.

Cio permette di definire il tratteggio delle classi di T™:

Definizione 1.12. Sia T un tratteggio. Si definisce tratteggio delle classi di T', e st
indica con ¢ (T), il tratteggio di primo ordine c(T) : Tratty;y — Z tale che, per ogni
keN, c(T)((1,k)) é il valore della k-esima classe di T' nell’ordinamento temporale

delle classi, considerando, come 0-esima classe, la classe di valore Or.

Ad esempio, il tratteggio delle classi del tratteggio Ty, ¢(T1), & rappresentato
dalla tabella 1.5.

5Formalmente, la relazione R C Trattc x Tratte tale che per ogni s,t € Tratte, s Rt < |s|p =
[t]7-
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| 4
e - r-r-1

Tabella 1.6: Tratteggio degli spazi del tratteggio 77 (equazione 1.1): s(77)

Si puo dire che la rappresentazione del tratteggio delle classi di un tratteggio si
puo ottenere da quella del tratteggio “sovrapponendo” tutte le righe per formarne
una sola.

Un altro concetto importante, complementare a quello di classe, e il concetto di

spazio:

Definizione 1.13. S¢ definisce spazio di un tratteggio T un intero n tale che non

eststono tratting di T di valore n.

Nella rappresentazione di un tratteggio, gli spazi sono i numeri delle colonne senza
trattini. La parola “spazio” ricorda proprio questo, essendo usata nell’accezione
fisica e soprattutto grafica, piuttosto che nell’accezione matematica (es. “spazio
vettoriale”).

Sugli spazi ¢ gia definito un ordinamento, perché si tratta di numeri interi. Si

puo definire, analogamente a prima, il tratteggio degli spazi:

Definizione 1.14. Sia T un tratteggio. Si definisce tratteggio degli spazi di T, e st
indica con s (T'), il tratteggio di primo ordine s (T') : Tratty — Z tale che, per ogni
ke N, s(T)((1,k)) ¢é il valore del k-esimo spazio di T (per k = 0, il piu piccolo

spazio di T'; per k =1, lo spazio successivo, ecc.).

Ad esempio, il tratteggio s (77) e rappresentato dalla tabella 1.6, dove si puo
notare la “complementarieta” col tratteggio ¢ (1) visualizzato in tabella 1.5.

Osserviamo che O non ¢ uno spazio, per qualsiasi tratteggio 7' . In particolare,
Or ¢ una classe di cardinalita pari all’ordine di 7" (in quanto, per ogni possibile

indice 4, T'((7,0)) = Or); quindi O ¢ una classe infinita, se 7' ¢ infinito.

1.4.6 Periodo e domini fondamentali

Due conceti ricorrenti in teoria dei tratteggi sono quelli di periodo e di dominio
fondamentale. I due termini sono presi in prestito dalla teoria delle tassellazioni, in

cui essi sono utilizzati per descrivere formalmente la ripetitivita di molte decorazioni
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| [1[2]3]4][5]6]7[8][9]10]11]12]13][14[15]
Aldo - - - - -

Giovanni | - - - _ -

Tabella 1.7: Aldo corre il lunedi e il giovedi mattina; Giovanni il lunedi e il venerdi
pomeriggio.

o disegni di tipo geometrico (molti dei quali si possono ritrovare su piastrelle o
mosaici).

Supponiamo che Aldo corra il lunedi e il giovedi, sempre di mattina, e Giovanni
corra il lunedi e il venerdi, sempre di pomeriggio, e che il giorno da cui si comincia a
contare sia un lunedi (tabella 1.7). Cio corrisponde al tratteggio T : Tratty 9y — Z

tale che per ogni (i, k) € Tratty o):

1+ 75 sek e pari (incluso 0)
T((i,k)) = q4+752 sekedispariei=1 (1.2)
5+7% se k ¢ dispari e 1 = 2

Questo tratteggio ¢ “periodico”, nel senso che si puo individuare uno schema che
si ripete: nell’arco della settimana, infatti, si ha sempre che il lunedi corrono tutti e
due, il mercoledi mattina corre Aldo ed il giovedi mattina corre Giovanni, e questo
accade tutte le settimane. Inoltre, non si puo trovare un periodo di tempo piu corto
di una settimana nel quale si verifichi qualche schema ripetitivo in modo costante
nel tempo (ad esempio, se suddividessimo il tempo a blocchi di sei giorni, avremmo
blocchi di sei giorni in cui gli eventi accadono in tempi relativi diversi, rispetto ad
altri blocchi di sei giorni). Si esprime tutto cio dicendo che una settimana ¢ un
dominio fondamentale del tratteggio preso in esame. Cio significa che possiamo
considerare qualsiasi blocco di sette giorni, essendo sicuri che in tutti i successivi
blocchi di sette giorni si verificheranno gli stessi eventi nello stesso ordine e negli
stessi tempi relativi. Se ad esempio consideriamo un blocco che va da un lunedi a una
domenica, siamo sicuri che, sia nel blocco considerato che in tutti i successivi blocchi
che vanno da lunedi a domenica, accadra che il primo giorno (lunedi) correranno sia
Aldo che Giovanni, dopo tre giorni (giovedi) correra Aldo, e dopo un ulteriore giorno
(venerdi) correra Giovanni. Possiamo anche partire da altri giorni e trovare situazioni
analoghe: ad esempio in tutti i blocchi che vanno dal mercoledi al martedi successivo
si ha che il secondo giorno (cioe giovedi, perché siamo partiti da mercoledi) correra
Aldo; il terzo giorno (venerdi) correra Giovanni, il sesto giorno (lunedi) correranno
entrambi.

Volendo, si puo formulare il concetto di periodicita, per il tratteggio T', nel seguente
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modo: preso un qualsiasi blocco di sette giorni (ad es. i giorni 1-7), se lo “tagliassimo”
e lo “incollassimo” sopra il successivo blocco di sette giorni (ad es. i giorni 8-14), i
due blocchi combacerebbero perfettamente.

Si puo anche osservare che in tutti i domini fondamentali (blocchi di sette giorni)
si ha lo stesso numero di corse, quattro, perché corre due volte Aldo e due volte
Giovanni. Quindi un altro modo per dire che il tratteggio ¢ ripetitivo e dire che ogni
quattro corse complessive (cioe sia di Aldo che di Giovanni) passa una settimana.
Ad esempio, ’arco di tempo che intercorre tra la prima e la quinta corsa, o tra la
seconda e la sesta, o tra la quinta e la nona, € sempre di una settimana (invitiamo
il lettore a verificare cio nella tabella 1.7). In questo caso, si dice che quattro ¢ il
periodo del tratteggio, perché ogni quattro corse passa sempre uno stesso numero di
giorni, ed in piu quattro € il piu piccolo numero con questa proprieta (ad esempio,
esaminando cosa accade ogni tre corse, si nota che I'intervallo di tempo tra la prima
e la terza corsa & diverso da quello tra la seconda e la quarta).

In termini formali:

Definizione 1.15. Sia T un tratteggio finito. Se esiste un n € N* tale che:

ImeNVteT:T(t)=T(t,) —m A ind(t) = ind (¢,) (1.3)

dove t, e l'n-estmo trattino successivo a t nell’ordinamento temporale, allora T
st dice periodico, il piu piccolo n che soddisfa la (1.3) si definisce periodo di T
e qualsiasi intervallo del tipo [a,a+m —1], a € Z, a > Or si chiama dominio

fondamentale di T'; altrimenti, T si dice aperiodico.

Ad esempio, il tratteggio (1.5) e periodico, essendo il suo periodo n = 4 e la
lunghezza (numero di giorni) di un suo dominio fondamentale m = 7. Infatti,
ponendo nella (1.3) per esempio ¢ = (1,1), si puo verificare che 4 = T ((1,1)) =
T({t)=T(ty) —m="T(1,3)) —7=11—-7, dove t, = (1,4) ¢ il quarto (cioe I'n-
esimo) trattino successivo a (1, 1) nell’ordinamento temporale ed ¢ tale che ind (¢) =
1 = ind (t4).

Seguiremo una semplice convenzione per rappresentare i tratteggi periodici: se
m e la lunghezza di un dominio fondamentale, disegneremo solamente le colonne da
Or a Or + m, in modo da rappresentare un dominio fondamentale per intero (da
Or a Or + m — 1) ed una colonna in piu che, come conseguenza della definizione
1.15, & uguale alla prima, per ricordare che il tratteggio e periodico. Eventualmente,
aggiungeremo anche un’ulteriore colonna costituita esclusivamente da puntini. Ad
esempio, una rappresentazione “convenzionale” del tratteggio in tabella 1.7 & quella
della tabella 1.8.
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Aldo - - -

Giovanni | - - -

Tabella 1.8: Rappresentazione “convenzionale” del tratteggio in tabella 1.7.

Un’immediata conseguenza della definizione 1.15 é:

Osservazione 1.1. Se T' ¢ un tratteggio finito di periodo n, ogni dominio fonda-

mentale di T contiene esattamente n trattini.

Chiudiamo con un paio di osservazioni.

Primo, la definizione di tratteggio periodico e stata data solo per tratteggi finiti.
Infatti, non e cosi ovvio dare una definizione analoga per i tratteggi infiniti. Inoltre,
se provassimo ad applicare la definizione 1.15 ai tratteggi infiniti, scopriremmo che
un tratteggio infinito strettamente monotono non ¢ periodico, e cio ¢ dovuto al fatto
che, come abbiamo gia osservato, se T' e infinito allora Or € una classe infinita.
Infatti, se scegliessimo ¢ € T tale che T (t) = Or, anche T (t,) = Or (altrimenti
O non sarebbe infinita), quindi solo per m = 0 si avrebbe che T'(t) = T (t,) — m
(e, anche per m = 0, ind (¢) sarebbe diverso da ind (¢,)), diversamente da quanto
richiesto dalla definizione. Inviatiamo il lettore a completare con i dovuti dettagli
questa “dimostrazione”, a scopo di esercizio. Si tenga presente, comunque, che il
concetto di periodicita esiste solo per i tratteggi finiti.

La seconda osservazione riguarda la condizione ind (¢) = ind (¢,,) presente nell’e-
quazione 1.15. Essa e fondamentale perché, se non ci fosse, la definizione di periodi-
cita non corrisponderebbe al concetto intuitivo che abbiamo dato inizialmente, dello
“stesso schema che si ripete”. Per chiarire questo concetto, diamo la definizione di

tratteggio debolmente periodico:

Definizione 1.16. Sia T un tratteggio finito. Se esiste un n € N* tale che:

IMENVEET: T () =T (t,) —m (1.4)

dove t,, € ['m-esimo trattino successivo a t nell’ordinamento temporale, allora T si
dice debolmente periodico, il pit piccolo n che soddisfa la (1.3) si definisce periodo
di T e qualsiasi intervallo del tipo [a,a +m — 1], a € Z, a > Or si chiama dominio

fondamentale di T'.

Per ottenere un tratteggio debolmente periodico, potremmo partire dal tratteggio
T visualizzato in tabella 1.7 ed “abbassare” il terzo trattino, ottenendo la tabella 1.9.

“Abbassare” il terzo trattino significa che la terza corsa, che doveva essere fatta da
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| [1[2]3]4][5]6]7[8][9]10]11]12]13][14[15]
Aldo - - - -

Giovanni | - - - - - -

Tabella 1.9: Un tratteggio debolmente periodico: Aldo corre il lunedi e il giovedi
mattina; Giovanni il lunedi e il venerdi pomeriggio, tranne il quarto giorno, in cui
Giovanni corre al posto di Aldo.

| [1[2]3]4][5]6]7[8]9]10]11]12]13|14[15]
(AldooGiovamni [- | | [-[-] [ [-] ] [-[-] | |-]|

Tabella 1.10: Tratteggio delle classi del tratteggio mostrato in figura 1.9

Aldo il quarto giorno, viene invece fatta da Giovanni, lo stesso giorno: Giovanni
corre al posto di Aldo. Il tratteggio corrispondente ¢ U : Tratty; 9y — Z tale che per
ogni (i, k) € Trattyy g

/

1 se k=0
1+7% se k e disparie i =1
R se k> 1, kedispariei =2
U ((i.K)) = : ’ (1.5)
4 sek=1lei=2
4+7§ sek>0,kepariei=1
\5—1—7(%—1) sek>0,keparier =2

Il lettore puo verificare che questo tratteggio ¢ debolmente periodico, con periodo
4 e lunghezza di un dominio fondamentale pari a 7. In esso, pero, non si puo ritrovare
il concetto intuitivo di “schema che si ripete sempre”, o si puo trovarlo solo a partire
dal quinto giorno (es. giorni 5-11, 12-18, 19-25, ecc.), percio il tratteggio non rientra
nella definizione di tratteggio periodico. Esso € comunque “debolmente” periodico
perché una periodicita resta comunque, ma solo nel tratteggio delle classi di U,

identico al tratteggio delle classi di 7', come si vede in tabella 1.10.

1.5 Cosa significano i tratteggi?

Nel paragrafo precedente abbiamo visto cosa sono i tratteggi. Ora chiediamoci
invece: cosa significano i tratteggi? Ossia, come possiamo interpretarli?

Come per gli altri enti matematici, a questa domanda si possono dare forse
infinite risposte. Qui ne daremo solo due: un’interpretazione matematica ed una

fisica, entrambe elementari.
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Nell’interpretazione matematica, un tratteggio T' con insieme degli indici C' rap-
presenta una relazione tra C' e U'insieme {n € Z|n > Or}, ossia un sottoinsieme R
di C' x {n € Z|n > Or}. Informalmente, presi un indice i (numero di riga) ed un
intero n (numero di colonna), essi sono in relazione se, nella tabella che rappresenta
T, nella cella di riga ¢ e colonna n ¢ presente un trattino. Equivalentemente, i ed n
sono in relazione se nel tratteggio T' esiste un trattino di indice ¢ e di valore n. In
simboli:

iRn &L 3teT ind(t) =iAltl, =n

Ad esempio, nel caso del tratteggio 77, si ha R C {1,2,3} x Ne
1Rn &
el :ind(t) =it =n&
JdeT:ind(t)=iNTi(t) =n<

El(l,k>€T1T1(<Z,]€>):TL<:>

3k sei=1
(i, k) € Ty : 4k sei=2 | =n <=
5k set1 =3

i€{1,2,3} NIk eN:3k=nVidk=nVbk=n&

i€{1,2,3} A(3|nVv4|nV5]|n)

(1,0),(1,3),(1,6),(1,9), ...,
Ciod R =14 (2,0),(2,4),(2,8),(2,12),. ..,
(3,0),(3,5),(3,10),(3,15) , ...

Nell’interpretazione fisica, un tratteggio rappresenta il susseguirsi di infiniti even-

ti nel tempo, dove:

e Il tempo ¢ misurato in intervalli discreti di medesima durata (ad esempio, in

secondi);
e Lisiste un istante iniziale ma non un istante finale;

e Esiste un insieme di eventi possibili, ognuno dei quali accade infinite volte;
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e Un evento non puo accadere due volte nello stesso intervallo di tempo (dove per
“Intervallo di tempo” si intende uno degli intervalli definiti nel primo punto);
tuttavia e possibile che un evento accada una volta in un intervallo di tempo

ed un’altra volta nell’intervallo successivo;
e Nell'istante iniziale accadono tutti gli eventi.

Piu precisamente, dato un tratteggio 7' con insieme degli indici C', quest’ultimo
viene interpretato come l'insieme degli eventi e 'appartenenza di un trattino (i, k)
a T viene interpretata come il fatto che la k-esima volta che si verifica I’evento i e
nell’istante T ((i, k)). Questa interpretazione si adatta perfettamente al problema
1.1, in cui il tempo ¢ misurato in giorni, l'istante iniziale & oggi, i tre eventi possibili

sono “Aldo va a correre”, “Giovanni va a correre” e “Giacomo va a correre”.

1.6 Funzioni fondamentali

La teoria dei tratteggi e basata sullo studio di alcune funzioni fondamentali, che
ora definiamo. Per restare nello spirito di questo capitolo, puramente introduttivo
e concettuale, non enunciamo alcuna proprieta di queste funzioni, ma diamo solo
definizioni ed esempi. Alcune semplici proprieta sono discusse nel paragrafo 3.1.

Quanto alla notazione, e convenzione che tutte le funzioni relative ai tratteggi
abbiano un nome che inizia con la lettera t. Inoltre, ogni funzione fondamentale
¢ legata ad un certo tratteggio T' (cioe la sua definizione ¢ indotta da quella di
T), che viene scritto in pedice nel nome della funzione, ad esempio nome_funzioney.
Quindi, se T e U sono due tratteggi diversi, nome_funzioner e nome_funzioney sono,
in generale, due funzioni diverse. Se si scrive nome_funzioner senza specificare qual
e T, vuol dire che si sta considerando un 7" generico e che quindi le affermazioni che
si fanno sono valide qualunque sia 1. Ad esempio, se si dice che nome_funzioner
e suriettiva senza specificare T', vuol dire che, al variare di T, nome_funzioner &
sempre una funzione suriettiva.

Introduciamo ciascuna funzione con riferimento al problema 1.1. Infatti ciascuna

di esse risponde ad una domanda ben precisa.

Domanda: Chi sara I'n-esima persona a correre? Quante volte dovra correre questa

persona, per poter dire di essere I'n-esima persona a correre?

Per rispondere a questa domanda coi tratteggi, si deve cercare 1'n-esimo trattino
di T nell’ordinamento temporale. A questo punto, I'indice del trattino trovato e il

numero corrispondente alla persona, ed il secondo valore della coppia costituente il
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trattino indica quante volte avra gia corso quella persona, compresa la volta in cui
¢ I'n-esima persona a correre. Ad esempio, se n = 10 si torna al problema 1.1: il
decimo trattino nell’ordinamento temporale & (1,5), che rappresenta la quinta corsa
di Aldo (numero 1). Quindi Aldo sara il decimo a correre e, puo dire di esserlo
quando corre per la quinta volta.

Una domanda di questo tipo richiede quindi la conoscenza dell’n-esimo trattino

di un tratteggio:

Definizione 1.17. Dato un tratteggio finito T con insieme di indict C', si definisce

la funzione tr:

min ¢ sex =1
tT . N* — Trattc 9/ tT ($) = teT,t>0r
trattino successivo a tp (T,x — 1)  altrimenti

dove il minimo e [’espressione “successivo” vanno intese rispetto all’ordinamento

temporale dei tratting di T .

Ad esempio, tr, (1) = (1,1), tr, (2) = (2,1), tr, 3) = (3,1), tn, (4) = (1,2),
tr, (5) = (2,2), tpy, (6) = (1,3), ecc.

Si noti che ty e definita solo se T e finito, perché in questo modo la funzione
¢ sicuramente suriettiva (che e cio che vogliamo, perché cosi ad ogni trattino e
associato un numero naturale). Se invece 7T fosse infinito, esso potrebbe avere una
classe per valore infinita c: in questo caso, un trattino ¢ di valore maggiore del valore
di ¢ non avrebbe controimmagine. Infatti, se fosse t1 (x) =t per qualche z, la classe
¢ avrebbe meno di x elementi, il che va contro I'ipotesi che ¢ ¢ infinita. E evidente
che cio dipende dal particolare ordinamento di trattini scelto, e che il problema non
ci sarebbe se considerassimo qualche altro ordinamento dei trattini (ad esempio, un
ordinamento “diagonale”; alla Cantor), ma per il momento preferiamo considerare

I'ordinamento per colonne, perché sembra il pit naturale.

Osservazione 1.2. Per ogni x € N* e per ogni T € T', tr (z) = (1, z).
Domanda: Quando correra colui che sara I'n-esimo a correre?

Per rispondere a questa domanda, conviene rispondere prima alla precedente: una
volta saputo chi e I'n-esima persona a correre e quante volte dovra correre per essere
I'n-esimo, il giorno in cui questo accadra e noto dal tratteggio. Ad esempio, se
sappiamo che il decimo trattino e (1,5) — cioe che quando Aldo corre per la quinta

volta, e il decimo a correre — sappiamo anche che il valore del decimo trattino e
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Ty ((1,5)) = 3-5 = 15, cioe che la decima persona a correre corre il quindicesimo
giorno.
Si puo quindi pensare ad una funzione, ottenuta componendo tr, con 77 stessa,

che restituisce direttamente il valore dell’n-esimo trattino di 7;. In generale:

Definizione 1.18. Dato un tratteggio T', si definisce la funzione t_valorer:

O sex =0
t_valorer : N — Z 5 t_valorer (z) = g
T (tr (x)) altrimenti

Ad esempio, t_valorer, (0) = 0, t_valorer, (1) = 3, t_valorey, (2) = 4, t_valorep, (3) =

5, t_valorer, (4) = 6, t_valorer, (5) = 8, t_valorer, (6) =9, ecc.
Domanda: Quale sara I'n-esimo giorno in cui corre qualcuno?

I giorni in cui corre qualcuno sono i valori delle classi di 77. Quindi, per rispondere

alla domanda, bisogna cercare I'n-esima classe di 7;. In generale:

Definizione 1.19. Dato un tratteggio T', si definisce la funzione t_classer:
t_classer : N — Z 9 t_classer (z) = valore della x-esima classe di T

dove come 0-esima classe di T si considera la classe di valore Or.

In alternativa, avendo definito il tratteggio delle classi ¢ (7'), si puo dire che
t_classer (x) = t_valore,r) ().

Ad esempio, t_classer, (0) = 0, t_classer, (1) = 3, t_classer, (2) = 4, t_classer, (3) =
5, ecc.

t_classer ¢ definita anche per i tratteggi infiniti, perché ¢ sempre suriettiva.

Inoltre, come t7 ma diversamente da t_valorer, & anche iniettiva.

Domanda: Quanti giorni passano tra quando corre I'n-esima persona e quando

corre la n + l-esima?

Il modo piu ovvio di fornire una risposta e calcolare quando corre I'n-esima persona,

quando corre la n+ 1-esima, poi calcolare la differenza tra i due risultati. In generale:

Definizione 1.20. Dato un tratteggio T = (C, f), si definisce la funzione t_valore_diffp:
t_valore_diffy : N* — N 5 t_valore_diff7 (z) = t_valorer (x) — t_valorer (z — 1)

Domanda: Quanti giorni passano tra I'n-esimo giorno in cui corre qualcuno e I'n +

1-esimo giorno in cui corre qualcuno?
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Come per la domanda precedente, il modo piu ovvio per rispondere e calcolare
separatamente quali sono I'n-esimo e I'n + 1-esimo giorno in cui corre qualcuno e

calcolarne la differenza. In generale:

Definizione 1.21. Dato un tratteggio T, si definisce la funzione t_classe_diff:
t_classe_diff : N* — N* ' t_classe_diff7 (x) = t_classer (z) — t_classer (z — 1)

Si noti che la differenza tra i valori di due trattini consecutivi puo essere nulla
(ma solo se i trattini hanno indici diversi); quella tra i valori di due classi consecutive

no.
Domanda: Qual ¢ I'n-esimo giorno in cui non corre nessuno?

I giorni in cui non corre nessuno sono gli spazi di 7}, quindi la domanda concide col

la richiesta dell'n-esimo spazio di T7.

Definizione 1.22. Dato un tratteggio T = (C, f) con infiniti spazi, si definisce la

funzione t_spaziop:

min s sex =1
: : 0 di T, s>0
t_spaziop : N* — Z 9 t_spaziog (z) =  ***° @ ©°70T

min s altrimenti
s spazio di T, s>t_spaziop(z—1)
In alternativa, avendo definito il tratteggio degli spazi s(7'), si puo dire che
t_spazioy (x) = t_valorey ) ().
Ad esempio, t_spaziop, (1) = 1, t_spazioy, (2) = 2, t_spazio, (3) = 7, t_spazioy, (4) =

11, ecc.
Domanda: Fino all'n-esimo giorno compreso, quanti giorni non ha corso nessuno?

Per rispondere a questa domanda, occorre contare quanti spazi di 77 sono minori o
uguali ad n o, in altri termini, qual ¢ il massimo y tale che I'y-esimo spazio ¢ minore

o uguale ad n. In generale:

Definizione 1.23. Dato un tratteggio T, si definisce la funzione t_spazio™ '

t_spazio ', : [t_spazioy (1), 00] — N* ' t_spazio '7 (r) = maxy
t_spaziop (y)<wz
Ad esempio, t_spazio™'p, (1) = 1, t_spazio™'p, (2) = 2, t_spazio™ 'y, (3) = 2,
t_spazio™'p, (4) = 2, t_spazio™ ', (5) = 2, t_spazio 'y, (6) = 2, t_spazio™ 'y, (7) = 3,

ecCcC.
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Sinoti che, essendo t_spazio; iniettiva, se ne puo considerare l'inversa, t_spazio;l.
Questa funzione perd ¢ diversa da t_spazio—';,. La differenza ¢ in primo luogo nota-
zionale: nel secondo caso, il “-1” fa parte del nome della funzione. In secondo luogo,

L & definita in {n € Z|n > t_spazioy (1)}, mentre t_spazio,',

la funzione t_spazio™
essendo l'inversa di t_spaziop, € definita sulla sua immagine, cioe sull’insieme degli
spazi di T" sull’insieme degli spazi di T'. Tuttavia, le due funzioni sono molto simi-
li, in quanto t_spazio;1 = (t_spazio_lT)‘ g, dove S ¢ l'insieme degli spazi di T'. Si

verifica facilmente che:
Osservazione 1.3. Per ogni x,y € N* e per ogni tratteggio T' avente spazi:

e t_spazio~ !y (t_spazios (v)) = x

1

e © <y = tspazio '} (x) < t_spazio 1, (y)

e t_spazio 'y (z) = [{s € [1,z] | s ¢ uno spazio di T}

Finora abbiamo visto varie funzioni che abbiamo chiamato “fondamentali”, senza
pero dire in generale cosa sia una funzione fondamentale. In realta il concetto e
ancora da chiarire e la sua definizione avrebbe bisogno di una base piu forte di quella

che abbiamo dato in questo capitolo. Per il momento, definiamo semplicemente

funzioni fondamentali una di quelle che abbiamo visto in questo paragrafo:
Definizione 1.24. Sia T € TV . Si definiscono gli insiemsi:
o F= {t,t.vadore,t_classe,t.valore_diff,t_classe_diff,t_spazio7 t_spazio’l}
o Fr={fr|ferF}

Si definisce funzione fondamentale una funzione fr € |J Fu, se questa & definita’.
UeTh"

Sia f € F. Sinoti che tutte le funzioni fondamentali in { fr|T¢€ TN*} hanno lo
stesso dominio, ossia il dominio di una funzione fondamentale f7 dipende solo da f,

non da T'. Per ricordarlo, evitando confusione, introduciamo la seguente notazione:

Notazione 1.1. Siano T € TN e fr € Fr. Si pone Dom f = Dom fr.

611 motivo di questa precisazione ¢ che non tutte le funzioni fondamentali hanno senso per tutti
i tratteggi di 7V , ad esempio t_valorer & definita solo se T & finito.
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1.7 Upcast e downcast

Due concetti fondamentali della teoria dei tratteggi sono quelli di upcast e downcast.
Come i precedenti concetti, li spiegheremo partendo da problemi concreti. Poiché
tutti i problemi che vedremo condividono le stesse ipotesi, li scriviamo una volta per

tutte nella seguente:

Assunzione 1.1. Aldo, Giovanni e Giacomo vanno regolarmente a correre. Aldo
corre ogni tre giorni, di mattina; Giovanni corre ogni quattro giorni, di pomeriggio;
Giacomo ogni cinque giorni, di sera. Oggi corrono tutti e tre. I giorni si contano a

partire da domani.

1.7.1 Upcast e up-conservativita

Consideriamo il seguente problema:

Problema 1.2. Quando Aldo e Giovanni avranno corso complessivamente sette

volte, quante volte avranno corso complessivamente tutti e tre?

Per rispondere a questa domanda, e possibile analizzare la tabella che rappresenta
solo le corse di Aldo e Giovanni, senza considerare Giacomo (figura 1.4). Questa
rappresenta un nuovo tratteggio, sottotratteggio di Ti, che, con le notazioni del
paragrafo 1.4, si puo indicare con Tj[1,2]. La settima corsa di Aldo e Giovanni
¢ rappresentata dal settimo trattino di 7} [1,2], cioe (1,5). Tuttavia, in 7} questo
trattino non ¢ il settimo, ma il decimo (come abbiamo visto all’inizio del paragrafo

1.6). Allora si ha l'equazione:

tri2) (7) = (1,5) = tz, (10)

che implica:

tTl[LQ] (7) — tTl (10) (16)

leggibile come: “Quando Aldo e Giovanni hanno corso complessivamente sette
volte, tutti e tre hanno corso complessivamente dieci volte”, che e anche la risposta
al problema 1.2.

Possiamo pensare, leggendo la (1.6), che esista una funzione che associ al numero
7 il numero 10, dati 77 e T [1,2]. Piu formalmente, potremmo cercare una funzione

g : N* — N* tale che per ogni z € N*:

{ g(x)=y= try[1,2) (z) =tr (y) (1.7)

g(x)=L=-FyeN:tynqg(x)=tn (v)
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Oppure, equivalentemente, ponendo UpTl[1 2}_’T1 (t) = {y eN* | trpg(x) =tn (y)}

g(x) € Upp 7T (6)  se Upy 2710 (¢) # 0 (1.8)
g(x)=_1 altrimenti .

Nel nostro esempio, e possibile verificare che:

Up MM (1) = {y e N* | tryp0 (1) =ty ()}
ly e N*[(1,1) = tp, (y)} = {1}

o Up, M) = {yeN |21 =1tn 1)} ={2)
o Up ™) = {yeN[(1,2) =tn (1)} = {4)

Quindi la g che cerchiamo ¢ tale che g (1) =1, g (2) = 2, g (3) = 4, eccetera.

BL2=T (£) non & mai vuoto, per ogni # (intuitivamente,

Possiamo notare che Up,,
cio accade perché i trattini di 77 [1, 2] sono anche trattini di 77). Cio comporta che
la seconda condizione del sistema 1.12 (g (z) = L se Uplth2=T1 (t) = ) non si

verifica mai: dunque le funzioni g che soddisfano il sistema 1.12 sono tutte totali.

In generale si ha che, per ogni z € N*, UpT*T (t )‘ > 1: si esprime questo fatto

dicendo che t & up-conservativa.

T1[1,2]-T) (t) non & mai vuoto. Possiamo

T1[1 2]—>T1 (t)

Abbiamo detto che nel nostro esempio Up,
in realta precisare quest’affermazione dicendo che Up; contiene sempre
un singolo elemento, ossia, per ogni =z, ‘UpTl[1 2=T (t)‘ = 1. Cio comporta che
esiste un’unica g che soddisfa le condizioni 1.12. Infatti, se fosse, per esempio,
Upgl[l’z}HT1 (t) = {4,5} anziché {4}, ci sarebbero almeno due funzioni soddisfacenti
le condizioni date: una g; tale che ¢g; (1) =1, ¢1(2) =2, g1 (3) =4, ... ed una ¢
tale che g2 (1) =1, g2 (2) = 2, 92 (3) = 5, .... In generale, maggiori sono le x per cui
Uphlt2=1 (t)’ > 1, pit funzioni diverse soddisfano le condizioni 1.12. Nel nostro

N2 =T (t)’ = 1 per ogni z, esiste una sola soluzione del

caso invece, essendo ‘Up

sistema 1.12. In generale, si puo dimostrare che per ogni tratteggio T" e per ogni

T’ > T si ha che ‘UpTHT (t)‘ = 1: per esprimere cio, si dice che t & upcast-sicura.
Cio che abbiamo detto per la funzione t puo estendersi a tutte le funzioni

fondamentali, nel modo seguente:

Definizione 1.25. Siano f € F, T' un tratteggio, T <T' ex € Dom f. Si definisce
upcast di f da T a T’ rispetto ad x l’insieme:

Upz " (f) = {y € Dom [ | fr(x) = frr (y)}
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Definizione 1.26. Siano f € F, T' un tratteggio e T < T". Si definisce upcast di

fdaT aT' il sequente insieme di funzioni da Dom f in Dom f:

g € [Dom f — Dom f] |

Up' =T (f) = Vo€ Dom f g(z) € UpZ="" (f) se UpL="" (f) #0

g(x)=_1 altrimenti

In altri termini, Up? =" (f) & 'insieme delle soluzioni del sistema:

(1.9)

{g<m>:y;»fT<as>:fo<y>
g(x)=L=-FyeN: fr(z)= fr(y)

Definizione 1.27. Una funzione fondamentale fr si definisce up-conservativa se,

per ogni tratteggio T e per ogni T' > T, Up =T (f) contiene solo funzioni totali.

Si osservi che Up™ 7" (f) contiene solo funzioni totali < Vo € Dom f : Upz_’T/ (f) #
) & Vax € Dom f3y € Dom f 5 fr (y) = fr(x).
Non tutte le funzioni fondamentali sono up-conservative. Consideriamo ad esem-

pio il seguente problema:

Problema 1.3. Il quinto giorno in cui non corrono né Aldo, né Giovanni, correrad

Giacomo?

Questo problema ci porta a considerare gli spazi del tratteggio T} [1, 2], mostrato
in figura 1.4. Infatti, il quinto giorno in cui non corrono né Aldo, né Giovanni ¢, con
le notazioni della teoria dei tratteggi, t_spazios,; o (5), che & pari a 10. Nel decimo
giorno, pero, Giacomo corre. Quindi la risposta al problema e negativa. Cio significa

che la funzione t_spazio; non ¢ up-conservativa, perché non esiste un y € N* tale

che t_spaziop,; o (5) = t_spazior, (y), dunque Up?[l’m_’T1 (t_spazio) = ().
Il fatto che Up?[m}_@1 (t_spazio) = () non significa che UpZt12=T1 (t_spazio) = ()

per ogni x. Ad esempio, cio non e vero per x = 6: se avessimo chiesto se Giacomo
corre nel sesto giorno in cui non corrono né Aldo, né Giovanni, la risposta sarebbe
stata negativa. In sintesi, il quinto spazio di T} [1, 2] non & uno spazio di 77, ma il
sesto lo e.

In generale, per le funzioni non up-conservative, ha senso chiedersi, per un fissato

T—T'

elemento x del dominio, se Up;,

(f) & vuoto o meno. A questa domanda risponde

la funzione di up-conservativita:

Definizione 1.28. Siano f € F e T,T" € TN*, conT" <T'. Si definisce la funzione
UpCons =" (f) € [Dom f — {0,1}] tale che:
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UpCons™" (£) (x) = (Up[ "' (£) #0)

Essa viene detta funzione di up-conservativita di f da T a T".

Ovviamente, per le funzioni fondamentali up-conservative, la funzione di up-
conservativita assume sempre valore 1.
Si puo verificare facilmente che le funzioni fondamentali up-conservative per ogni T'
sono tr, t_valorer, t_classer, t_spazio;l.

Una funzione up-conservativa puo essere anche upcast-sicura:

Definizione 1.29. Una funzione fondamentale fr si definisce upcast-sicura se, per

ogni tratteggio T e per ogni T' > T, Up? =T (f) = {g}, con g totale.

Si osservi che Up”~T" (f) = {g}, con g totale < V2 € Dom f : ’UprTl (f)‘ =1
< Ve eDom f:3|ye€Dom [ fr(y) = fr(z).
Ovviamente, se una funzione fondamentale ¢ upcast-sicura, ¢ anche up-conservativa,

ma il viceversa puo non essere vero. Ad esempio, consideriamo il seguente problema:

Problema 1.4. Quante volte dovrebbero correre complessivamente i tre perché ['ul-

timo a correre corra nello stesso giorno in cui corre Aldo la quarta volta?

Consideriamo T [1], ossia il sottotratteggio di 77 contenente solo i trattini di
indice 1, il numero che rappresenta Aldo. Il giorno in cui corre Aldo la quarta volta
¢ tvalorer, (1 (4) = [(1,4)|,) = 34 = 12. 1l problema chiede qual & il numero y
tale che t_valorep, (y) = t_valorer,jj (4) = 12. Infatti, se ¢ vera questa condizione,
significa che, se i tre corrono complessivamente y volte, I'ultimo (I’y-esimo) corre il
dodicesimo giorno, lo stesso in cui Aldo corre per la quarta volta. Esaminando la
tabella in figura 1.1, si evince che esistono due y che soddisfano la condizione: 8 e 9.
Infatti, 'ottava persona a correre, tra Aldo, Giovanni e Giacomo, ¢ Aldo, che corre
il dodicesimo giorno (come sapevamo), ma anche Giovanni, che ¢ il nono, corre lo

stesso giorno. Dunque si ha:
t_valorep, (8) = t_valorep, (9) = t_valorep ) (4) = 12
0, piu sinteticamente:
Up tH=T1 (t_valore) = {8,9} (1.10)

dunque la funzione t_valorer non e upcast-sicura, pur essendo up-conservativa,

come ¢ facile dimostrare.
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Til=T1 contiene alcune funzioni ¢ tali che

Una conseguenza della 1.10 ¢ che Up
g (4) = 8 ed altre g per cui g (4) =9.

Un problema fondamentale della teoria dei tratteggi ¢ trovare almeno un elemento
di up™7” (f), dati f, T e T'. Cio e complicato dalla presenza, in up™—" (f), di
funzioni parziali (a meno che f sia up-conservativa, cosa che non si suppone in
generale). Risulta invece piu semplice trovare una funzione ¢’ che non ¢ esattamente

uguale ad un elemento g di up™—" (f), ma & molto simile, nel senso che:
e se g (z) e definita, g (z) = ¢ ()

e sc g(x) = L, non ¢’ nessun vincolo su ¢’ (z) (¢’ puo assumere qualsiasi valore

in z o essere indefinita)

Cio si puo sintetizzare dicendo che g|’D0m , = g- Formalizziamo questo concetto

quanto basta per i nostri scopi.

Definizione 1.30. Siano f,g € [D — C], con D e C insiemi qualsiasi non vuoti.

Si dice che f ¢ una specializzazione di g, e si scrive f < g, s€ fipom g = ¢-

Definizione 1.31. Siano D, C' e X insiemi non vuoti e X C [D — C].
Si chiama insieme delle specializzazioni di X, e si indica con Spec X, l’insieme
{fe[D—-C]|3ge X : f<g}.

Uno dei nostri problemi sara quello di cercare, dati f, T' e T, un elemento di
Spec Up™ =T (f). Se g € Spec up™—" (f), vuol dire che esiste una funzione h €
Up™" (f) tale che g si comporta come h quando h ¢ definita. Ma, per definizione
di upcast di f, h(z) € UpZ=T" (f). Quindi, se Upl—T (f) # 0, h & definita per z e

quindi g (z) = h (z) € UpL=T"

= (f); altrimenti, nulla si puo dire su g. Riassumendo:

Osservazione 1.4,
g € Spec Up"~"" (f) &
Vo € Dom f: UpL=" (f) #0 =g (x) € Up, =" (f) &
Vo € Dom f: (3y € Dom [ : fr(x) = fr (y)) = fr(x) = fr (g (2))

Osserviamo che, se g € Spec Up' =7 (f), possiamo trovare una funzione ¢’ €

UpT*T/, soluzione del sistema 1.9, ponendo:

. g(x) se UpCons™™T" (f)(z) =1
g (x) =
L altrimenti

per ogni z € Dom f.
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1.7.2 Downcast e down-conservativita

I concetti di downcast e down-conservativita sono analoghi a quelli di upcast e
up-conservativita ed, in un certo senso, inversi. Infatti, potremmo considerare dei
problemi analoghi a quelli visti per I'upcast, ma invertendo dati e soluzioni. Ad

esempio, invertendo cosi il problema 1.2, si ottiene il seguente:

Problema 1.5. Quando Aldo, Giovanni e Giacomo avranno corso complessivamen-

te dieci volte, quante volte avranno corso complessivamente Aldo e Giovanni?

L’equazione che permette di risolvere il problema e sempre la 1.6, che per como-
dita riportiamo:
try1,9 (7) = try (10)

Tuttavia, mentre prima cercavamo una funzione che a 7 associa 10, ora cerchiamo
una funzione che a 10 associa 7. In generale, cerchiamo una funzione ¢’ : N* — N*

tale che per ogni y € N*:

(1.11)

g/ (y) =T = tT1 (y) = tT1[1,2] ([L‘)
g (y)=L=-3FweN:tg (y) =tnpy ()

Oppure, equivalentemente, definendo DovanlHT1 L2 (t) = {z e N* | tpy (y) = trypg () }:

J (y) € Downgl_’Tl[l’Q] (t) se Downgl_)Tl[l’Q] (t) #0 (112)

g (y) =1 altrimenti

Si noti che nella definizione di questa ¢’, rispetto all’equazione 1.12 che definiva la
funzione g che permette di risolvere il problema dell’upcast, si sono solo scambiati i
tratteggi Th e Ty [1,2] (e, per comodita di confronto, anche i simboli z e y).

g’ & proprio I'inversa di g; infatti:

¢ (y) = v < [dalla 1.11]

try (y) = tnpg (2) &
trpy () =t (y) & [dalla 1.7]

g(z)=y
Inoltre:

g (y) = L < [dalla 1.11]
—Jz € N* 1ty (y) = tnypo (v) & [dalla 1.7]
~dJxreN:g(z)=y &
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y¢Img &
g y) =1

Quindi stiamo parlando, in questo paragrafo, degli stessi concetti del paragrafo
precedente, ma visti dall’ottica opposta. Se I'upcast permette di passare da un
tratteggio (ad esempio 7} [1,2]) ad un suo sovratratteggio (77), il downcast
permette di passare da un tratteggio (come 77) ad un suo sottotratteggio
(T1[1,2]). Segue quindi un elenco di definizioni riguardanti il downcast e la
down-conservativita, ottenute da quelle del paragrafo precedente sostituendo in
ciascuna "< T’ con T < T.

Definizione 1.32. Siano f € F, T'un tratteggio, T' < T ex € Dom f. Si definisce

downcast di f da T a T” rispetto ad xz [’insieme:

DowanT/ (f)y={y € Dom f| fr(z)=fr(y)}

Definizione 1.33. Sia f € F, T" un tratteggio e T' > T". Si definisce downcast di

fdaT aT' il sequente insieme di funzioni da Dom f in Dom f:

g € [Dom f — Dom f] |

Down” ="' (f) = Ve € Dom f g (z) € Downl =T (f) se Downl =T (f) £ 0

g(x)=_1 altrimenti

Definizione 1.34. Una funzione fondamentale fr si definisce down-conservativa
se, per ogni tratteggio T e per ogni T' < T, Down’ 1" (f) contiene solo funzioni
totali.

Definizione 1.35. Siano f € F eT,T' € ’]'N*, conT >T'. Sidefinisce la funzione
DownCons” =" (f) € [Dom f — {0,1}] tale che:

DownCons” =" (f) (z) = <DOWHT_)T/ (f) # @)

xT

FEssa viene detta funzione di down-conservativita di f da T a T".
Definizione 1.36. Una funzione fondamentale fr si definisce downcast-sicura se,

per ogni tratteggio T e per ogni T' < T, Down™ =T (f) = {g}, con g totale.

1.7.3 Alcune semplici proprieta

Vediamo alcune proprieta delle funzioni fondamentali legate all’'upcast e al downcast:



44 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEI TRATTEGGI

Proprieta 1.3. Dato un tratteggio T ed una funzione fondamentale fr:
e [ iniettiva per ogni T" > T e fr up-conservativa = fr upcast-sicura
o fr imettiva \ fr down-conservativa < fr downcast-sicura
Dimostrazione. Dimostriamo le diverse implicazioni:

e fr+ iniettiva per ogni 77 > T e fr up-conservativa = fr upcast-sicura [da 1.,
1.—(a) e 1.-(a)-i.]

1. Supponiamo VT" > TVz € Dom f3y € Dom f 3 fr (y) = fr(x) [fr e

up-conservativa|
(a) Supponiamo f7 iniettiva per ogni 7"

i. fr & upcast-sicura [da ii.]

ii. VI > TVax € Dom f3 |y € Dom f ¥ fr (y) = fr(z) [da iii.,

iii.~A. e 1.
iii. Sia z € Dom f tale che fr (y) = fr (2)
A. y=zl[da (a)]

e fr iniettiva A fr down-conservativa = fr downcast-sicura

1. Supponiamo V1" < TVz € Dom f3y € Dom f ¥ fr (y) = fr(z) [fr e
down-conservativa]
(a) Supponiamo fr iniettiva per ogni 7"
i. fr & downcast-sicura [da ii.]
ii. VI" < TVx € Dom f3 |y € Dom f 3 fr (y) = fr(z) [da iii.,
A, e 1]
iii. Sia z € Dom f tale che fr (y) = fr (2)
A. y=zl[da (a)]

e fr downcast-sicura = fr iniettiva A fr down-conservativa [da 1., 1.—(a) e

1.—(b)]
1. Supponiamo V1" < T'Vz € Dom f3 |y € Dom f 5 fr (y) = fr(x) [fr e
downcast-sicural

(a) fr & down-conservativa [da 1.]

(b) fr € iniettiva [da i.]
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i. Vo € Dom f3 |y € Dom f ¥ fr(y) = fr(x) [da 1., ponendo
T =T

]

Si noti che per la prima proprieta non vale 'implicazione inversa “fr upcast-
sicura=- f7+ iniettiva per ogni 77 > T e fr up-conservativa”, perché in particolare
non vale che “fr upcast-sicura=f7+ iniettiva per ogni T"”. Infatti, supponiamo
che esista un tratteggio 7" > T ed esistano x ed y in Dom f distinti, tali che
fr (x) = fr (y) = h. In questo caso, fr» non ¢ iniettiva, ma cio non esclude che fr
sia upcast-sicura: basta che non esista nessun valore z tale che fr (z) = h.

Pit formalmente, se vale che VI > T'Vz,y € Dom f: (x #y A fr (x) = fr (y) =h) =
—dz € Dom f : fr(z) = h , si pud dimostrare che fr & upcast-sicura, anche qualo-
ra fr non fosse iniettiva. Potevamo scrivere quest’ultima formula al posto di “fr
iniettiva per ogni 7" > T” nella proprieta, e sostituire I'implicazione con una doppia
implicazione, ma non lo abbiamo fatto per non appesantire ’enunciato.

Sembra quindi che I'upcast crei piu complicazioni del downcast; infatti alcune
proprieta, come 'iniettivita, se valgono per fr valgono anche per ogni fr con 7" < T,
ma non & detto che valgano per ogni fr» con 7" > T. Cio intuitivamente accade
perché un sovratratteggio di 7" ha, in generale, trattini che T non ha, a differenza
dei sottotratteggi di 7', i cui trattini appartengono tutti anche a 7.

Poco fa abbiamo osservato che esistono funzioni fondamentali sempre up-conservative,
o sempre down-conservative. Applicando le proprieta appena dimostrate sulla base

di quelle osservazioni si conclude:
Proprieta 1.4.
o tr & sempre upcast-sicura, ma non sempre downcast-sicura
e t_valorer non é sempre né upcast-sicura, né downcast-sicura
e t_spaziop € sempre downcast-sicura, ma non sempre upcast-sicura

e t_spazio~!

o non e sempre né upcast-sicura, né downcast-sicura
e t_classer é sempre sia upcast-sicura che downcast-sicura

o t_valore_diff; non é sempre né upcast-sicura, né downcast-sicura

o t_classe_diffr non é sempre né upcast-sicura, né downcast-sicura
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Abbiamo osservato poc’anzi che, se UpL =T (f) # 0, g (z) € UpL=T" (f), dove
g € Spec Up' =Y (f). Ora lo dimostriamo formalmente, in modo da far pratica con

le definizioni di questo paragrafo.

Proprieta 1.5. Siano f € F e T,U € TN, con U > T, u € Spec UpT~V (f),
d € Spec Down""T (f) e x € Dom f.

o Se UpCons" ™" (f) (x) = 1, u(x) € Up; 7 (f)

e Se DownCons” ™7 (f) (z) = 1, d(z) € DownY~7 (f)
Dimostrazione. Dimostriamo il secondo punto:

1. DownCons” =7 (f) () =1 = d (x) € DownY~7 (f) [da (c) e (c)-i.]

2. Sia d’ € Down” "7 (f): d < d' [d esiste perché d € Spec Down” 7 (f)]

(a) d'(z) # L =d(z) =d (x) [da 2. (in particolare, da d < d')]
(b) d (z) € DownY~" (f) [da (111 particolare, da d’ € Down” 7 (f))]
(¢) Se DownConsV~7 (f) (z) =
i. d(x) € Down?™T (f) [da (b) e ii.]
ii. d(x)=d (z) [da (a) e iii.]
iii. d () # L [da (b)
iv. Down? =" (f) # (0 [da 2.]

e iv.]

La prima parte si dimostra in maniera analoga, basta sostituire Down" 7 (f) con
UpY~7 (f), DownY =T () con UpY~" (f), DownCons” " (f) con UpCons” T (f) e

d con u.

O
La seguente proposizione esprime un legame tra upcast e downcast.

Proposizione 1.1. Siano f € F e T,U € TN*, con U > T, u € Spec Up™ =Y (f),
d € Spec Down" T (f) e x,y € Dom f.

e Se fr ¢ upcast-sicura e DownCons’ 7 (f) (z) = 1, allora y = d(z) = = =

u(y)

e Se fy ¢ downcast-sicura e UpCons” ~Y (f) (z) = 1, allora y = u(z) = = =
d(y)

Dimostrazione.
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1. Se fr & upcast-sicura e DownCons” % (f) (z) = 1

(a) DownY~T (f) # 0 [da 1. (in particolare, da DownCons” 7 (f) (z) = 1)]

T

(b) Downg ™" (f) = {z € Dom fr | fu (x) = fr (2)}
(c) d(z) € Down! " (f) [da 1. (in particolare, da DownCons" ™" (f) (z) =

xT

1), per la proprieta 1.5]
(d) Siay =d(x)

iz =wu(y) [daii. e iii.]

. u(y) € Upg_’U (f) [da u € Spec Up™ Y (f), per la proprieta 1.5]

iii. UpZHU (f) ={x} [da A. e B.]
A 2 € Upl~Y(f) [da C]

Y

B. ‘UpZHU (f)‘ = 1 [da 1. (in particolare, perché fr & upcast-

sicura)]

C. fu(z) = fr(y) [da (b), (c) e (d)]

La seconda parte si dimostra in maniera analoga, basta sostituire Down? =7 (f) con
Up"~T (f), Down? =7 (f) con UpY~" (f), DownCons” " (f) con UpCons" % (f) e

X x
d con u.

]

1.8 Cosa studia la teoria dei tratteggi?

Finora abbiamo introdotto le notazioni e le definizioni fondamentali della teoria dei
tratteggi; ora vediamo quali sono i principali problemi oggetto del suo studio.

Posto f € F, esistono due generalissimi problemi:
e Noto un tratteggio T', calcolare la funzione fondamentale fr;

e Noto un tratteggio T' ed un suo sottotratteggio 7", calcolare una funzione

qualsiasi appartenente a Spec Up” 7 (f) o a Spec Down” ="’ (f).

Da un certo punto di vista, si tratta di problemi molto semplici: si possono formulare,

infatti, semplici algoritmi per risolverli. Ad esempio:

e supponiamo di avere un tratteggio T € 7, con insieme delle componenti {1},
x € N* e di voler calcolare t_spazio, (z): il problema puo essere risolto con

I’algoritmo 1.1
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TO=T (t_valore),

e supponiamo di voler calcolare una funzione appartenente a Spec Up
con T € T?% avente insieme delle componenti {1,2}: possiamo farlo con

I’algoritmo 1.2

Algoritmo 1.1 Calcolo di y = t_spaziog () con T" di primo ordine

Input 7T € 7%, r € N*
Output y = t_spazios ()
cont_spazi < 0
k—1
valore_trattino_precedente < Or
mentre cont_spazi < xr esegui
cont_spazi < cont_spazi + (|(1, k)| — valore_trattino_precedente — 1)
valore_trattino_precedente « [(1, k)|,
kE—k+1
fine mentre
y « valore_trattino_precedente — (cont_spazi — x + 1)

Algoritmo 1.2 Calcolo di un y € Uplt=7

Input 7 € 72, z € N*, UpCons” =7 (t_valore) (z) = 1
Output y € UpIU=7 (t_valore)
da_trovare « t_valorerp ()
y<—0
trovato < F
mentre non trovato esegui
y—y+1
trovato «— (t_valorer (y) = da_trovare)
fine mentre

(t_valore) con T" di secondo ordine

Come si evince dagli esempi, ¢ semplice risolvere i problemi della teoria dei
tratteggi con degli algoritmi. Cio che e difficile, ed ¢ lo scopo primario della teoria,
¢ risolverli con formule non ricorsive, calcolabili in tempo costante. (si intende
costante rispetto alla variabile di interesse per il problema, ad esempio rispetto ad
x se si vuole calcolare t_spazio (z)).

Consideriamo 1'esempio del calcolo di t_spazio (z), che abbiamo risolto con ’al-
goritmo 1.1. Supponiamo che T" € L' e che, per ogni x € N, T ({1,x)) = cx, con

¢ € N*. Dimostreremo (teorema 8.1) che:

. cr — 1
t_spazioy () = L 1 J
C E—

Il valore cosi determinato coincide esattamente con quello calcolato dall’algorit-

mo. Rispetto a quest’ultimo, la formula:
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e Permette di ottenere il risultato in tempo costante rispetto al valore di x;

e E trattabile da un punto di vista matematico: se ne possono studiare le

proprieta.

L’algoritmo invece fornisce la risposta in tempo lineare rispetto ad x, ed e difficile
studiarne le proprieta.

Lo scopo primario della teoria dei tratteggi, quindi, e trovare formule per calco-
lare, in tempo costante, cio che ¢ calcolabile in tempo lineare attraverso dei semplici
algoritmi. Le formule ottenute poi, oltre ad essere semplicemente usate, possono
essere oggetto di studio ulteriore.

L’unico vantaggio rilevante degli algoritmi rispetto alle formule e la generalita.
Infatti, le formule cambiano a seconda della classe di tratteggi considerata; gli algo-
ritmi no. Se si vuole seguire 'approccio basato su formule, quindi, bisogna fissare
una particolare classe di tratteggi e risolvere i vari problemi per quella specifica clas-
se di tratteggi; se si cambia classe di tratteggi, bisogna sostanzialmente ricominciare

lo studio daccapo.

1.9 Cosa non studia (ma potrebbe studiare) la

teoria dei tratteggi

I problemi che presenteremo in questo paragrafo potrebbero dar luogo ad estensioni
della teoria: non li tratteremo in questo libro.

Abbiamo detto che il problema di calcolare, senza algoritmi, una funzione fon-
damentale dipende dalla classe di tratteggi considerata. Ci si puo chiedere se esiste
qualche funzione in grado di calcolare una funzione fondamentale a prescindere dalla
classe di tratteggi. Ad esempio, considerando t_spazio, come funzione fondamentale,

potremmo richiedere:

e Una funzione ® : 7% — [N* — Z| tale che per ogni T € TV sia ®(T) =

t_spaziop

e Una funzione ®yopy : 7V x TV — 2 =N tale che per ogni T, 7" € TN, con
T' < T, sia ®gown (T, T") € Spec Down? =7’ (t_spazio)

e Una funzione ®,, : 7 N 5 7N 5 2lV=N'] tale che per ogni T,T" € TN*, con

T' > T, sia &y, (T,1") € Spec up™—T (t_spazio)

Trovare simili funzioni porterebbe la teoria su un piano decisamente piu astratto:

dallo studio delle funzioni fondamentali per una specifica classe di tratteggi allo
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studio delle funzioni fondamentali per classi di tratteggi generiche. In questo libro
studieremo diverse classi di tratteggi: se si risolvessero problemi come quelli di
sopra, tali studi verrebbero unificati. Tale unificazione comunque non sembra facile,
a guidicare dalla diversita (almeno apparente) delle formule che esprimono le funzioni
O (T), Paown (I, 1") € Py (T, T") per classi di tratteggi anche molto simili: troveremo

esempi di questo fenomeno nel corso del libro.



Capitolo 2

Proprieta del modulo e della parte

intera

Una buona teoria matematica ¢ come un buon software:

1 servizi di base sono separati da tutto il resto.

Nella teoria dei tratteggi si usano molto spesso le funzioni modulo e parte intera,
definite nel capitolo precedente. Percio, prima di entrare nel vivo della teoria, e
opportuno conoscerle meglio. Questo capitolo raccoglie varie proprieta di dette

funzioni, che verranno utilizzate nel seguito.

Nel leggere le varie proprieta, e importante ricordarsi che si sta lavorando in
N, quindi non esistono inversi rispetto all’addizione. Si puo usare 'operazione di
sottrazione a — b, ma bisogna ricordarsi di controllare sempre che a sia maggiore o
uguale di b.

Un’altra cosa che puo non sembrare naturale e che i resti delle divisioni, ossia i
risultati delle funzioni modulo, sono dei numeri naturali, non delle classi di resto.
Bisogna far attenzione a non credere che cio che vale per le classi di resto vale
anche quando si usano le funzioni modulo. Ad esempio, per le classi di resto vale la
proprieta:

Va,k € NYn € N*: [a + k], = [a], + [K]

n n

Si puo essere tentati di credere che per le funzioni modulo valga ’analoga pro-
prieta:
Va,k € N¥n € N*: (a + k) modn = (amodn) + (kmodn)

Ma cio non ¢ affatto vero. Per verificarlo, basta prendere 3, 4 e 5 come valori di

a, kedn: (34+4) mod5="7modb5 =2, ma (3mod5)+ (4 mod 5) =3+4=T7.

51
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La proprieta corretta e invece la seguente:
Va,k € NVn € N*: (a + k) modn = ((amodn) + (kmodn)) modn

Situazioni come questa si verificano molto spesso. Conviene dimenticare le classi

di resto e ricordarsi che si sta lavorando con numeri naturali.

2.1 Proprieta del modulo

Vediamo ora alcune proprieta delle funzioni modulo. Nella scelta delle proprieta si e
cercato di mantenere un livello di generalita accettabile e di includere, ove possibile,
per ogni proprieta una sua “simmetrica” rispetto al qualche criterio (ad esempio 1'uso

di mod invece di mod”*).
Proprieta 2.1. Va € N, Vk € Z,Vn € N*: a+kn > 0 = amodn = (a + kn) modn.

Dimostrazione. La proprieta segue direttamente dalla definizione di modulo.

[
Proprieta 2.2. Va,k € N, Vn € N*: (a+ k) modn = ((amodn) + k) modn.
Dimostrazione.
1. (a+ k) modn = [divisione di a per n in N]
(L%J n+ amodn + k:) modn = [per la proprieta 2.1]
((amodn) + k) modn
[

Proprieta 2.3. Vk € N, Vb,n € N*: b(kmodn) = bk mod bn.
Dimostrazione.

1. b(kmodn) = bkmodbn [da (a) e (b), per la divisione in N]

(a) bk =bn |%| +b(kmodn) [da i., moltiplicando per b]
i. k=n|%| + (kmodn) [divisione di k per n in N]

(b) b(kmodn) < bn [perché kmodn <mneb > (]
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Nella dimostrazione di questa proprieta si e usata per la prima volta una tecnica
che ricorrera spesso in seguito, in contesti piu complessi. Dati qualsiasi x € N e
y € N*, se dobbiamo dimostrare che un numero r» € N ¢ il resto della divisione di x

per y, cioe se dobbiamo dimostrare che » = x mod y, dobbiamo provare due cose:
e 1 si puo scrivere nella forma yg + r
o r <z

Per la definizione di resto, cio garantisce che r = xmody. Nel caso della pro-
prieta precedente, ponendo x = bk, y = bn e r = b(kmodn), si puod trovare la

corrispondenza di quanto appena detto con la dimostrazione.

Proprieta 2.4. Va,k € N, Vn € N*: (a+ k) modn < (amodn) + (kmodn). In

particolare:

e (amodn)+ (kmodn) <n = (a+ k) modn = (amodn) + (kmodn)

e (amodn)+ (kmodn) >n = (a+ k) modn = (amodn) + (kmodn) —n
Dimostrazione.

1. Se (amodn)+ (kmodn) < n:

(a) (a+ k) modn = (amodn)+(kmodn) [dal., (b),3. ¢e0 < (a+ k) modn <

n]

(b) (amodn) + (kmodn) —n <0
2. Se (amodn) + (kmodn) > n:

(a) (a+ k) modn = (amodn)+(kmodn)—n[da2.,3. e0 < (a+ k) modn <

n]

3. (a+ k) modn € {(amodn) + (kmodn), (amodn) + (kmodn) —n} [equiva-

lente a (a)]

(a) amodn + kmodn — (a + k) modn € {0,n} [da i., ii. e iii.]
i. amodn + kmodn — (a+ k) modn < 2n [da A.]

A. amodn+kmodn < 2n [perché entrambi gli addendi sono minori
di n]
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ii. (amodn + kmodn — (a+ k) modn) modn = [per la proprieta 2.1]
(amodn+n || + kmodn+n || — (a+ k) modn —n |222]) modn =
[per la divisione in N]

(a+k—(a+Fk)) modn =
Omodn =

0
ili. amodn + kmodn — (a + k) modn > 0 [equivalente a A.]

Quindi ha senso considerare la sottrazione a mod n+k mod n—(a + k) mod n.

A. (a+ k) modn = [divisione di a e k per n in N|
(a modn + kmodn +n L%J +n L%J) modn = [per la proprieta
2.1]
(amodn 4+ kmodn) modn <

amodn + kmodn
O

Proprieta 2.5. Va,k € N, Vn € N*: (a + k) modn =0 A amodn > 0 = amodn+

kmodn=n
Dimostrazione.

1. amodn + kmodn =n
[da (a) e (b), perché n & I'unico multiplo di n compreso tra 1 e 2n — 2]

(a) n | amodn + kmodn [da i., per definizione]

i. 0 = [per ipotesi]
(a + k) modn = [per la proprieta 2.2]
(amodn + k) modn = [per la proprieta 2.2]
(

amodn + kmodn) modn

(b) 1 < amodn + kmodn < 2n — 2 [da i. e ii., per la compatibilita di <

rispetto alla sommal]

. 0<kmodn<n-1

ii. 1 <amodn <n—1 [per definizione e dall’ipotesi a modn > 0]

Proprieta 2.6. Va,k € N, Vn € N*: akmodn = a (kmodn) mod n.

Dimostrazione.
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1. akmodn = a(kmodn) modn [da 2., e da akmodn < n, per la divisione in
N|

2. a(kmodn) =n(|%] —a|%]) + akmodn [da 3., con calcoli algebrici]

n

w
e}
|
S
—
—
|5
[
|
IS

|£]) + (akmodn — a (kmodn)) [sottraendo (b) da (a)]

(a) ak =n L%J + akmodn [divisione di ak per n in N]

(b) ak =na|£] 4+ a(kmodn) [da i., moltiplicando per a]
i. k=n|Z| 4+ kmodn [divisione di k per n in N]

Proprieta 2.7. Va,c e N, a > ¢, Vb € N*:

amodb — cmodb se amod b > cmodb

(a —¢) modb =
b— (¢cmodb—amodb) seb— (cmodb— amodb)
Dimostrazione.
1. ¢) mod b = [divisione di a per 0]

4| + amodb — ¢) modb = [divisione di ¢ per b]
4| +amodb—b|£| — cmodb) modb = [da (a), (a)-i., (b) e (b)-i]

modb — cmodb se amod b > cmod b

(a —
(b
(b

:

i
a
b— (¢cmodb—amodb) seb— (cmodb— amodbd)

a) Se amodb > cmodb:

i. (b|%]+amodb—1b|¢|—cmodb) modb=
(b ([%J — Lf—bjj) + amod b — ¢mod b) mod b = [per la proprieta 2.1]
(amodb — cmod b) mod b = [da ii.]
amodb — cmodb
ii. 0 < [da (a)]
amod b — cmod b < [perché cmodb > 0]
amodb <

b
(b) Se amodb < cmodb:

i. (b L%J +amodb—b L%J — cmodb) mod b =
(b([%] = [£] = 1)+ (b= (cmodb— amodb))) modb = [per la pro-
prieta 2.1]
(b — (¢cmodb — amodb))) modb = [da ii.]

b— (cmodb— amodb)
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ii. 0 < [perché cmodb < 0]
b— cmodb < [perché amodb > 0]
b— (cmodb— amodbd) < [da (b)]
b—1<
b

]

Le proprieta appena viste valgono anche, eventualmente con leggerissime varia-

zioni, usando l'operatore mod* invece di mod:
Proprieta 2.8. Va,k € N, Vn € N*: amod*n = (a + kn) mod* n.
Dimostrazione. Dimostriamo la proprieta nei due casi possibili:

1. Se amodn > 0:

(a) (a+ kn) mod*n = [da (b)]
(a + kn) modn = [da ()]
amodn = [da 1.]

amod*n
(b) (a+ kn) modn > 0 [da amodn > 0 e dalla (c)]

(¢) amodn = (a+ kn) modn [proprieta 2.1]
2. Se amodn = 0:

(a) (a+ kn) mod*n = [da (b)]
n = [da (¢)]

amod*n

(b) (a+ kn) modn = [per la proprieta 2.1]
amodn = [da 2.]
0

(¢) amod*n =n [da 2.]

Proprieta 2.9. Vk € N, Vb, n € N*: b(kmod* n) = bk mod”* bn.
Dimostrazione. Dimostriamo la proprieta nei due casi possibili:

1. Se kmodn > 0:
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(a) b(kmod*n) = [da (b)]
b (kmodn) = [proprieta 2.3]
bk mod bn = [da ()]
bk mod”* bn

(b) kmod*n = kmodn [da 1.]

(¢) bkmodbn > 0 [dai. e ii.]
i. b(kmodn) >0 [da 1. e perché b > 0]
ii. b(kmodn) = bkmodbn [proprieta 2.3]

2. Se kmodn = 0:

(a) bkmod*bn = [da (b), per definizione
n = [da 2.]

kmod*n

(b) bk modbn = [per la proprieta 2.3]
b(kmodn) = [da 2.]
0

[]

Proprieta 2.10. Va,k € N, Vn € N*: (a + k) mod*n < (amod*n) + (kmod*n).

In particolare:
e (amod*n) + (kmod*n) < n = (a+ k) mod*n = (amod*n) + (kmod*n)
e (amod*n)+ (kmod*n) >n = (a+ k) mod*n = (amod*n) + (kmod*n) —n

Dimostrazione. Dimostriamo solo i due punti particolari: cio ¢ sufficiente, dato che

questi implicano ’enunciato principale

1. Se (amod*n) + (kmod*n) < n:

(a) (a+ k) mod*n =n = (amod*n) + (kmod*n) [da (b)-i., (c)-i. e (d)]
(b) Se amodn + kmodn =n
i. (a+ k) mod*n = [da ii.]
n = [da (e)]
amod* n) + (kmod* n)
ii. (a+ k) modn = [per la proprieta 2.4
(amodn) 4+ (kmodn) —n = [da (b)]
0
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(¢) Se amodn + kmodn <n
i. (a+ k) mod*n = [da ii.]
(a + k) modn = [da ii.]
(amodn) + (kmodn) = [da (e)]
(amod*n) + (kmod* n)
ii. (a+ k) modn = [per la proprieta 2.4
amodn) + (kmodn) < [da (c)]
n
(d) Non puo essere amodn + kmodn > n [da (e) e 1.]

(e) amodn = amod*n A kmodn = kmod*n [da i

i. amodn > 0A kmodn > 0
[infatti amodn = 0 = amod*n = n = kmod*n < 0, assurdo;

analogamente se k modn = 0]
2. Se (amod*n) + (kmod*n) > n:

(a) (a+ k) mod*n = (amod*n) + (kmod*n) —n [da (b)-., (c) e (d)-i]
(b) Se amodn = 0:
i. (a+ k) mod*n = (amod*n) + (kmod*n) —n [da iv. e ii]
ii. (a+ k) mod*n = [da iii.]
(nt + k) mod*n = [per la proprieta 2.8]
kmod* n
iii. 3t:a =nt [da (b)]
iv. amod*n =n [da (b)]
(¢) Seamodn > 0Akmodn = 0: analogo al caso amodn = 0Akmodn > 0,
incluso nel precedente, basta scambiare a e k
(d) Se amodn >0 A kmodn > 0
i. (a+ k) mod*n = (amod*n) + (kmod*n) — n [da ii., iii., viii. e vi.]
ii. (a4 k) modn = (amodn) + (kmodn) —n [da vi., per la proprieta
2.4]
ili. (a+ k) modn = (a+ k) mod*n [da iv.]
iv. (a+ k) modn > 0 [da v., per la proprieta 2.2]
. ((amodn) 4+ (kmodn)) modn > 0 [davi. eda (amodn)+(kmodn) <
2n]

v
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vi. (amodn)+ (kmodn) > n [da 2., viii. e vii]
vii. kmod*n = kmodn [da (d)]

viii. amod*n = amodn [da (d)]
[
Proprieta 2.11. Va, k € N, Vn € N*: (a + k) mod*n = ((amod* n) + (kmod* n)) mod* n.

Dimostrazione. La proprieta ¢ una conseguenza della precedente.

]

Proprieta 2.12. Va,k € N, Vn € N*: (a+ k) mod*n = n A amod*n < n =

amod™n + kmod n =n
Dimostrazione.

1. amod™n+ kmod*n =n

[da 2. e 3., perché n & I'unico multiplo di n compreso tra 2 e 2n — 1]

2. n|amod*n + kmod*n [da (a), per definizione]

(a) n = [per ipotesi]
(a + k) mod* n = per la proprieta 2.11]

(amod* n + kmod* n) mod*n

3. 2 < amod*n+ kmod*n < 2n — 1 [da (a) e (b), per la compatibilita di <

rispetto alla somma)]

(a) 1 <kmod*n<n

(b) 1 <amod*n <n—1 [per definizione e dallipotesi a mod* n < n|

Proprieta 2.13. Va, k € N, Vn € N*: akmod* n = a (kmod* n) mod* n.
Dimostrazione.

1. akmod*n = a (kmod*n) mod*n [da 2.—(c) e 3.—(c)]

2. Se akmodn = 0:

(a) akmod*n = [da 2.]
n = [da (¢)-i. e (b)-.]

a (kmod* n) mod*n
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(b) Se kmodn > 0:
a (kmod*n) mod*n = [da (b)]

a (kmodn) mod*n = [da ii.]
n

ii. a(kmodn) modn =0 [da 4. e 2/]
(¢) Se kmodn = 0:
i. a(kmod*n) mod*n = [da (c)]

anmod”*n = [dalla definizione di mod*]

n
3. Se akmodn > 0:

(a) akmod*n = [da 3.]
akmodn = [da (4)]
a (kmodn) modn = [da (b)]
a (kmodn) mod*n = [da (c)]
a (kmod*n) mod*n
(b) a(kmodn) modn >0 [da 4. e 3.]

(¢) kmodn > 0[da4., perché se fosse k mod n = 0 sarebbe a (k modn) modn =
Omodn = 0]

4. akmodn = a (kmodn) modn [per la proprieta 2.6]

]

kn — dn=n— d*
Proprieta 2.14. Ya. k € N, Vi € N kn—a > 0= ¢ (n—@)modn=n—amodn
(kn —a) mod*n =n —amodn

Dimostrazione.

1. (kn —a) modn = [divisione di a per n in N]

(k:n — (amodn + L J n)) modn =

[aggiunta e sottrazione di L J n; 'espressione ottenuta contiene la sottrazione
k — [ %] che ha senso per 2]

(|¢]n+ (k= [2])n— (amodn+ [¢]| n)) modn = [semplificazione]

(( L J) n — amod n) modn = [per la proprieta 2.1]

(n —amodn) modn = [da (a), (a)-i., (b), (b)-i]

n —amod™n

(a) Se amodn > 0:
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i. (n —amodn) modn = [da A/]
n —amodn =
n —amod*n
A. n—amodn < n [da B. e amod*n > 0]

B. amodn = amod*n [da (a)]
(b) Se amodn = 0:

i. (n —amodn) modn = [da (b)]
nmodn =
0—
n —n = [da (b), essendo amodn = 0 = amod*n = n|

n —amod*n
2. k—|2] >0 [da (a), per definizione e con calcoli algebrici]

(a) frmetameds > 0 [da (b)]

(b) kn —a+ amodn > 0 [dall'ipotesi kn —a > 0, e da amodn > 0]

Per quanto riguarda la seconda proprieta:

1. (kn —a) mod*n =n —amodn [da (a)]

(a) amodn =
(kn — (kn — a)) modn = [per la prima proprieta, sostituendo a con kn —

al
n — (kn —a) mod*n

bmod*n =1+ (b—1) modn

Proprieta 2.15. Va € N, Vb,n € N*: )
amodn = (a+ 1) mod*n — 1

Dimostrazione. Per quanto riguarda la prima proprieta, bmod*n = 14(b — 1) mod n,

distinguiamo due casi:

1. Se bmodn = 0:

(a) (b—1) modn = [da 1., per la proprieta 2.1]
n — lmod*n =
n—1=[da 1]

bmod*n — 1



62 CAPITOLO 2. PROPRIETA DEL MODULO E DELLA PARTE INTERA

2. Se bmodn > 0:

(a) bmod*n = [da 2.]
bmodn = [da (b)]
1+ (b—1) modn
(b) bmodn — 1= (b—1) modn [da (c) e (d)]
(¢) bmodn —1 <b—1 [da bmodn < b]
(d) b—1=n|2]+ (bmodn — 1) [da i., sottraendo 1 ad ambo i membri|

i. b=n|2|+bmodn [divisione di b per n in N]

n

La seconda proprieta si ottiene dalla prima sostituendo b — 1 con a.

(amod*b) modb = amodb

Proprieta 2.16. Va € N, Vb € N*: .
(amod b) mod* b = amod* b

Dimostrazione. Distinguiamo due casi:

1. Se amodb = 0:

(a) (amod*b) modb = [da 1.]
bmodb =
0= [da1.]
amodb

(b) (amodb) mod*b = [da 1.]
Omod*b =
b= [da 1]

amod” b
2. Se amodb > 0:

(a) (amod*b) modb = [da 1.]
(amod b) modb = [da amod b < b]

amodb

(b) (amodb) mod*b = [da 0 < amodb < b
(amodb) modb = [da amod b < b
amodb = [da 2.]

amod” b
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2.2 Proprieta della parte intera

Ora vediamo le proprieta delle funzioni parte intera. Per dimostrarle, ci ricondur-
remo a quelle del modulo. Volendo, avremmo potuto fare il contrario, cioe¢ dimo-
strare le proprieta del modulo sulla base di quelle della parte intera: sarebbe stato

equivalente.

La proprieta forse piu intuitiva e quella di monotonia:

Proprieta 2.17. [Monotonia della parte intera/

Sia b € N*. Le funzioni \x. [%J :N— N ex. ’—%W : N — N sono crescenti, ossia
per ogni x,y € N:

ex<y= % <|

SaliS

J
1

cr<y=[il<]

o=

Dimostrazione.

1. x < y = [sottraendo x mod b ad ambo i membri]

r —zrmodb < y —xmodb = [dividendo ambo i membri per b

— — db
T xznodb < Y :chno —

J < %‘mdb = [aggiungendo e sottraendo y mod b

< y—yrglodb + ymodb;xmodb =

< L%J + ymodb;mmodb = [da (a)]
<|¢+1=
<

]

(a) w < 1 [da (b), dividendo per b]

—

R R o8 o8 oIR

| e Y B
| IS IR S S—

(b) ymodb — zmodb < [da ymodb < b]
b—1—2xmodb < [da xmodb > 0]
b—1<
b

La dimostrazione della seconda parte della proprieta e del tutto analoga.
m

Osserviamo che da z < y = L%J < L%J exr <y = (ﬂ < (%w si ottiene,
rispettivamente, x < y = \_%J < \_%J ex <y = (ﬂ < [%w spesso la proprieta

precedene ¢ applicata in quest’ultima forma; abbiamo preferito pero dimostrare una

forma piu forte.
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Le parti intere non sono solo monotone, ma anche suriettive. Cio e facile da

provare: dato b € N*, per ogni a € N e possibile trovare un = tale che L%J =a

(basta porre z = ab) o tale che [%] = a (basta porre z = ab+ (b > 1)).

E importante avere ben chiaro il comportamento delle funzioni parte intera. Un

esempio puo aiutare a fissare le idee. Confrontiamo le funzioni L%J e (ﬂ, ponendo

b=3:

10 (11 112 | 13| 14 | 15

S

o
—
o)
w
W
(@
(@)
N
(0]
Nej

_”_
ws |w8
—_
| D
@)
el
[\)
N |
I
N
[G2 TSN
Ut | Ot

Si pud notare che [£] = [£2]; in generale [£] = | ==L,

Le due funzioni assumono lo stesso valore solo per i multipli di b, come sappiamo
x

dalle definizioni. Inoltre, e facile vedere che, confrontando L%J +1le (ﬂ , si ottengono

valori diversi solo per i multipli di b:

Le osservazioni che abbiamo appena fatto sono abbastanza banali, ma ¢ impor-

tante averle ben chiare nel seguito.
Proprieta 2.18. Va € N, Vb, c € N*: { L

Dimostrazione.

ca
L |g] =
camcamodeh — [per la proprieta 2.3]
ca—c(amod b)
cb
a—amodb __
L =

]

2. 1§ =
cafcacrzlod* cb +1=
ca—c(acrl:lod* b) +1=
a—arzlod* b 4+1=

]

= [semplificazione]

[per la proprieta 2.9]

[semplificazione]



2.2. PROPRIETA DELLA PARTE INTERA

Proprieta 2.19. Va e N, Vk € ZVb e N*: a+ kb > 0= {

Dimostrazione.

kb+a | __
O
kb+a—(kb+a) mod b
b
kb+a—amodb __
e =
a—amodb __

k+ (5]

2, i) =

kb+a—(kb+a) mod* b
b
kb-l—a—(zmod* b +1=

k+ a—argod*b +1=
k[

= [per la proprieta 2.1]

+ 1 = [per la proprieta 2.8]

Proprieta 2.20. Va,k € N, Vb e N*: kb > a = {

Dimostrazione.

L | =

kb*af(kbb*a) modb — [per la proprieta 2.14]

kb—a—b+amod*b __
b

k— (a—arzlod*b + 1) _
k=[5

2 [t52) =

kb—a—(kb—a) mod* b

7 + 1 = [per la proprieta 2.14]

kb—a—b+amodb o
e 4 1 =

o — (a=amedb) —
k= 15]

Proprieta 2.21. Va,k € N, Vb € N*:{
1

In particolare, se k = 1: {

-1s

+
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Dimostrazione. Dimostriamo prima la parte riguardante la parte intera per eccesso:

1. [¢E] = | 2] 4 [Eremedd) [dq (a), dividendo tutto per b]

b+ [Eramedd]p [da (b), per definizione]

b+ < k+amod b—(k+amod b) mod* b

> + 1) b [da (c), calcoli algebrici]

|+ k+ amodb — (k+ amodb) mod* b+ b [da (d), per la
]

(d) [“E]b=[%|b+k+amodb— (a+ k) mod*b+b [da (e), riordinando]
(e) [¢]b+amodb+k=[“E]b—b+ (a+ k) mod*b [sostituendo i. in ii.]

[\') Salis]

proprieta 2.

i. a=]%|b+amodb [divisione di a per b in N]
i. a+k=[“E]b—b+ (a+k) mod*b [da iii.]
i, a+ k= (“*’H“*b’“) mod"b 1) b—b+ (a+k) mod*b

2. Sek=1

—~
&

~—

— —
IS)

B

—

— 1
I

,_
SHISERS JIS]

+a2nod b"‘ _

| I
= —

+ o+

i L

+
IS}

< [perché 1 < 1+ amodb e per monotonial

°db] < [perché amodb < b — 1 e per monotonia]

q:

b

—_
+
(=

f=a

_ —_————
[l kel
JR—
I

—~
o
N—
—
SliS]
| E—
+
I
|

41 + (amod b = 0) [da i., riordinando]

—_ =

—
- 1
SllS]

= [4] +1— (amodb=0) [da A. e B]
| =[%] + (amodb > 0)

. (amodb >0) = 1 — (amodb =0) [essendo — (amodb > 0) <
(amod b = 0)]

@ >
SIS]

Vediamo ora le analoghe proprieta della parte intera per difetto:

| “tE | = [da 2.—(a) della parte precedente]
( - W — 1 =[da 1. della parte precedente]

+ [Etltamodb] _ 7 = [da 2.~(a) della parte precedente]
k+amodb
+ [t
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2. Sek=1

Ll b“J [per la prima proprieta]
L J LHamOde [dai—-A. eii—A]
2] + (amodb=b—1)

SHISERS JIS]

I. Seamodb<b—1
A. L”“TH‘OC“’J =0 [da B.]

< [da i., per monotonia|

ii. Seamodb="5b—-1

) Ll-&-amode da 11

55
5] =
1

]

Si noti che la proprieta 2.19, quando k£ > 0, € un caso particolare della 2.21.

Tuttavia, mentre la prima vale anche per k < 0, la seconda vale solo per k € N.

Proprieta 2.22. Va,c € N, Vb € N*:
[ J L J La—l—c cmode _ [a—&-c—cgmode — Laf—:cj _ (amodb+cmodb > b)
0% o= [3] - 5] = [2=etgmnt [amesgmmid] = |2 4 (umodb < cmod)

Dimostrazione.

L[5+ 15]
(a), (b) e

Salls]

| akememodb | | atemamodb | — | axe | (gmod b+ cmodb > b) [da

c)]

Q

Ol

L% [%J [per la proprieta 2.19]

Tﬁb[

VH) fcmode
La+c cmode
b) |
L

I—

|+
|+

[ J [per commutativita]

SO o R

+ 5
L%J [per la proprieta 2.19]
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c+b %

ctpe=amodb amode

etazamodb | — [her commutativita

1=
a+c—a mod bJ

a-t,-cJ N amodb—i—(a-l—c—amodb)mode
b

mod b multiplo di b]

ate| _ |amodbiemodd| — [dai-A. e ii-A]

b
@] — (amod b+ cmod b > b)

|
I
L
(c) [#te=amedd | — [per la proprieta 2.21]
L = [per la proprieta 2.1, essendo a —
a
L
]

i. Se amodb+ cmodb < b:

A LMJ = 0 [da i., per definizione]

ii. Se amodb + cmodb > b:
A, | emedbiemodt| _ 1 [4a B ¢ O]
B.

amod b+c mod bJ

1=

> [da ii., per monotonia]

I
I
1
C. LamOd b+cm°de [da D., per monotonial
LQ J [per la proprieta 2.20]
9_[1L
b
2 —
1

D. amodb+ cmodb < 2b — 1 [perché amodb < b e cmodb < b— 1]
2. a>c=> \_%J—L%J = L“_C’Lzm"dbj = [“_C_‘Zm"db] = L%j—{—(amodb < cmod b)
[da (a), (b) e ()]

a= C+Cm°dbj lanalogo a 1.—(a)]

[analogo a 2.—(a)]

]

[e=e=amodb]

[5¢] +

: 1£] = 4] — (amodb < cmodb) [da ii. e iii]

i %< + ] = |4] — ((a—¢) modb+ cmodb > b) [per la 1., sosti-
tuendo a con a — (]

iii. ((a —c¢) modb+ cmodb>b) = (amodb < cmodbd) [da iv., iv.—A.,
v., v.=A ]

iv. Se amodb > cmod b:

—~

o

N—
—

e ole oe
| E—
— o
SISYRES TSRS T

- - - —

+ +

amodb < cmodbd) [da i., calcoli algebrici]

| EE—

—

—
Sl

Sl
o

Sl
(e}
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A. ((a — ¢) modb+ cmodb > b) = [da iv., per la proprieta 2.7]
(amodb — cmodb+ cmodb > b) =
(amodb >b) =

v. Se amod b < cmod b:

A. ((a — ¢) modb+ cmodb > b) = [da v., per la proprieta 2.7]
(b — (¢cmod b — amod b) + cmod b > b) =
(
1

|=kebk<a<b(k+1)

Proprieta 2.23. Va,k € N, Vb € N*: L .
|=kebk-1)<a<bk

[

[SUISIRS IS

Dimostrazione.

L[4 =ksbk<a<b(k+1)[da(a)e (b)]

(a) bk<a<b(k+1) <

bk <a<b(k+1)—1= [per monotonial

5] < 15) <[] -

k< |f] < {”(’“i}’*lj < [dail]

b< il <ke

5=

i Lb(kerl)_lJ = [per la proprieta 2.20)]

k+1-[1] =
E+1—-1=

(b) [ =k=0bk<a<b(k+1)[da (c)]

() =0k Sa<blk+1) > 2] # & [da (@)

(d) a>bk+1)Va<bk—1= |2] #k[dai. eiil
i. a > b(k+ 1) = [per monotonial

{”(’%”Jé[da/x]

>k+1=

4
b(’“b“)J =k+1

| e E—
SR ol o
| SN A

AV

>
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IA
o

k — 1 = [per monotonial
(%57 = [da Al

| e E— Q
[SUISERS SIS IS
| IR I E—

MOIA A
ol
|
—
I

>

W??‘l—
|@

J [per la proprieta 2.20]
1
b

51 =

-1

Per quanto riguarda la seconda parte della proprieta:

1. [¢] =k < b(k—1)<a<bk [da (a)-., (b)-i. e (b)-ii]

(a) Sea >0
i. [4] =k < [per la proprieta 2.21]
1= +1=ke

11.

b(k—1)<a<bk=
b(k—1) <a=[da (b)]
b(k—1) < 0= [perché b € N*|

E-=1<0=

k < 1= [perché k € N]
k=0«

(3] =k = [da (b))

5] ="F

2] = k< [da (b)]
2]~k

k=0=
b(k—1)<0=>0bk=
b(k—1) <0< bk = [da (b)]
b(k—1) <a<bk
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Si noti che la seconda parte della dimostrazione precedente ¢ complicata parec-
chio dal caso a = 0, che ¢ piuttosto banale. Cio pero e necessario, perché la parte
intera & definita solo su N (non su Z), quindi la scrittura [%| ha senso solo se
a > 0. I due casi, a > 0 e a = 0, sarebbero unificati se si ponesse L_le = —1, male
conseguenze di cio sul resto della teoria devono ancora essere indagate a fondo. Co-
munque, la complicazione del caso a = 0 puo essere evitata anche senza cambiamenti

cosl radicali, come vedremo nella dimostrazione della prossima proprieta.

Osservazione 2.1. Vk € N, Vb € N*: bk = mina = maxa =14+ max a =
aeN a€eN aeN

HEE 3=+
—14+ min a.
aeN

]k

Dimostrazione. 1l risultato segue direttamente dalla proprieta 2.23.

Proprieta 2.24. Va,k € N, Vb € N*:
e |4 >kea>bk+1)

° L%J >k a>bk
e [4]>kea>bk+1
e [¢]>ksa>bk-1)+1

Dimostrazione.

1 [¢] > k< a>bk+1][da(a)e (b)]

(a) a > bk + 1 = [per monotonia
(%W > (kaHW = [per la proprieta 2.19]
4] > k+ 1] =
(4] >k+1=
5] >k
(b) a < bk = [da ii]
2] < [5]=
HEL:

k < [per la proprieta 2.21]
1>k &

>k+1< [dal]
1>bk+1)+1<

b(k+1)

2 o

+ —

1

1

“fE |
_l_l\/

Q Q—g|—||—
+ o

AVARE o
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3. 4] >k e
4] >k -1« [dal]
a > bk

4. [4] >k &

[4] > k-1« [da2]
a>b(k—1)+1

]

Come gia anticipato, la dimostrazione appena svolta e molto piu pulita della
precedente, perché si ¢ dimostrata prima la proprieta della parte intera per eccesso

e, sulla base di questa, quella della parte intera per difetto.

a>b(k+1) < a>bk+amodb

Osservazione 2.2. Va,k € N, Vb € N*:
a>b(k+1)+1<a>bk+amod b

Dimostrazione.

1. a>b(k+1) < [per la proprieta 2.24]
4] > k&
azamodt 5, f 4
a > bk +amodb

2. a>b(k+1)+ 1< [per la proprieta 2.24]
(4] >k+1s
ecamod’h 4] > f4+1 &
a > bk + amod* b

]

L’osservazione precedente, pur essendo solamente una forma diversa per esprime-
re la proprieta 2.24, sembra molto meno intuitiva, in particolare nelle implicazioni
verso sinistra: a > bk + amodb = a > b(k+1) e a > bk + amod*b = a >
b(k+ 1)+ 1. Con poca attenzione si puo affermare che a > bk + amod b = a > bk,
perché amod b > 0, mentre in realta a > bk +amodb = a > b(k + 1), ed analoga-
mente si puo argomentare per l'altra disuguaglianza. Ovviamente I"inganno” sta nel
fatto che amod b dipende dalle stesse variabili a e b utilizzate nella disuguaglianza,
quindi non lo si puo togliere tanto facilmente se non si vogliono fare maggiorazioni
grossolane. E importante che il lettore familiarizzi con queste proprieta “strane”

prima di passare ai capitoli successivi.

Proprieta 2.25. Va, k € N, Vb € N*:



2.2. PROPRIETA DELLA PARTE INTERA

(4] <k < a<bk
Dimostrazione.

L ¢ <k
- (L%J >kV L%J = k) < [per le proprieta 2.23 e 2.24]
“(a>bk+1)Vbk<a<b(k+1)) <
- (bk <a) &
a<bk-—1

2. [¢] <ke

- ((‘ﬂ > kV (%w = k) < [per le proprieta 2.23 e 2.24]

—“(a>bk+1Vb(k—1)<a<bk)&
(b(k—1)<a) =

a<b(k-1)

—

<bk -1 bk db
Osservazione 2.3. Va,k € N, Vb € N*: a = & a < bk + amo
a < bk < a < bk +amod* b

Dimostrazione.

1. a < bk — 1< [per la proprieta 2.24]
4] <k <
a—emodb ;o
a < bk +amodb

2. a < bk < [per la proprieta 2.24]
(4] <k+1s
aamod’ 4 ] < k41
a < bk 4+ amod* b
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]

Per T'ultima osservazione e possibile fare considerazioni analoghe a quelle del-
losservazione 2.2. Questa volta le implicazioni poco intuitive sono quelle verso

destra.

Proprieta 2.26. Vk € N, Vb, c,n,z € N*:
dn—nikEOAM¢k>o:<F&%ﬁJ<x<yﬁq¢wpqwﬁw

k= O0Nb(r—1)Fh>0= ([2E] < g < [ oy |Mebzh])

Dimostrazione.
L[] < < [ ]  [da (a) e ()

2.en<b(x—1)Fk<c(n+1)< [per la proprieta 2.23]
_ | be=1)Fk
n= [

(a) [“£] < 2 < [per la proprieta 2.25]
ntk<blzx—-1)<

en<blz—1)Fk

(b) & <[22 ] &

< [C(”“ —D [per la proprieta 2.25]
(ctn+1)+k<bx—1)) <
b(z—1)<c(n+1)tke

bx —1)Fk<c(n+1)

J

3. {%J <z < [“=E] & [per la proprieta 2.21]
c(n—1)+k+1 centk
[—( ] W—1<x§[—ib“]—1(:>
+k+1 cn
[%W <z+1< [ & [da 1]
n = |2==1] & [per la proprieta 2.21]
n

Proprieta 2.27. Va,k € N, Vn € N*:

Dimostrazione.

n n

L% —alk] = {MJ [da (a), per definizione]

, calcoli algebrici]

(a) ak—akmodn akfkmodn _ a(kmodn)—a(kmodn) modn [da (b)
n n "
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(b) ak —akmodn — ak + a (kmodn) = a (kmodn) — a (kmodn) modn [da

(¢), calcoli algebrici]
(¢) —akmodn = —a (kmodn) modn [da (d), calcoli algebrici]

(d) akmodn = a(kmodn) modn [per la proprieta 2.6]

2. a[f] - [%¢]=a- {MW [da (a), per definizione]

n n

k—kmod* n ak—ak mod* n o a(k mod* n)—a(k mod* n) mod* n
(a) a (k=kmodin 4 1) gh—akmodin 7 — 4 - —1[da

(b), calcoli algebrici
(b) ak — a(kmod*n) + an — ak + akmod*n — n = an — a(kmod*n) +

a (kmod*n) mod*n — n [da (c), calcoli algebrici]
(¢) akmod*n = a (kmod*n) mod*n [per la proprieta 2.13]
[

Dalla proprieta appena dimostrata si evince che, per ogni a,k € N e per ogni

n € N*, L%’“J >a L%J e, viceversa, {%’ﬂ <a (f-‘
13]

[#]

o |ole

Proprieta 2.28. Va € N, Vb, c € N*:

I
—
e gle
| E—

Syl

o

I
|
b~
(¢}
ES—

Dimostrazione.

1. {L_JJ _

c

w = [moltiplicazione e divisione per b]

b| £ 1—b(|%|modec
£ m009) _ g (o)
b L%J —(a—amod b) mod be
be
b%’lﬂc’db—(a—amodb)modbc

c
— db—(a— db d b ,
a—amodb—(a o Jmodbe _ herché amod b < b
a—(amod b) mod bc—(a—a mod b) mod be
be
a—(amod b+a—amodb) modbc
be o
a—amodbc __
be T

i

(a) b(|%] modc) = [per la proprieta 2.3]

b \_%J mod bc =

a—amod b
b b

= [da (b), per la proprieta 2.4

mod bc =
(a — amod b) mod be
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(b) (amodb) modbc+ (a — amodb) modbc = [da (a)]
amodb—kb(L%J modc) <
amodb+b(c—1) <
b+b(c—1)=
bc

(a) [£] —‘ [per la proprieta 2.15, applicabile perché a > 0 = ’—%-‘ > 0]

+ 1 = [per la proprieta 2.15, applicabile per la 2.

@\n
I_

+1=[da 1]

IJ + 1 = [per la proprieta 2.15]

“ﬂ — [da 3]

(o) (=}
— 1
Il

—~
5
~—~—
=) —_—
— 1
Qoo
1
Il

Sle glo
B S’
|
a
o
w0

O

Vediamo ora altre proprieta della parte intera, che vanno complessivamente sot-
to il nome di “cambi di denominatore”. essendo queste abbastanza diverse dalle
precedenti e meno banali, meritano un paragrafo a parte.

A volte nella teoria dei tratteggi, quando si ha una parte intera come L%J 0 (ﬁ ,
¢ utile cambiarne il denominatore, passando da n a n + k, con k € Z'; in seguito a
questo cambiamento di denominatore, come deve cambiare il numeratore, se non si
vuole cambiare il valore della parte intera?

Questa domanda generale si puo tradurre in due domande piu specifiche:

'Per generalita consideriamo anche il caso k& = 0 anche se questo valore di k non fa cambiare
affatto il denominatore.
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e Datiz e NNneNekeZ,conk > —n, per quali y € Z, y > —ux, si ha che
2] = L2

e Datixr e NneNekeZ, conk > —n,per qualiy € Z, y > —x, si ha che
i1k

Dove le condizioni £ > —n e y > —x sono importanti perché le parti intere siano

definite.

Rispondiamo alle due domande con la seguente proprieta:

Proprieta 2.29. Vx e N, Vn e N* eVk,y € Z, conk > —n ey > —ux:
{ HJ = LMJ @k[%J —xmodn§y<k‘ﬁj —zmodn+k+n
]

n n+k

ﬂ == [mw @k(ﬂ —xmod*n—k<y§k(%] —zmod*n+n

n n+k

Dimostrazione.

1. |2 = |2] & [per la proprieta 2.23]

(n+k)[2] <z+y<(n+k)(|2]+1) &
k2| +n|2| <z+y<k|]+n|i]+k+ne
2] +n (22250) < oy < [2] 4 (2m2200) 4 oo
kﬁj—|—x—xmodn§x+y<kbj+:I:—:cmodn+k+n<:>
k‘\_ﬂ —xmodn§y<k\_ﬂ —zmodn+k+n

2. {%W = m—iﬂ < [per la proprieta 2.23]
(n+k)([£]-1) <z+y<(n+k) %] &
Elpl4n(f]-1) —k<zt+y<k[i[+n[i]
k[£] 4n(tmedn) —k <oty <k[f] 4n(tmedey]) o
k(fﬂ—l—x—xmod*n—k<x—|—y§k{ﬂ +x—axmod*n+n&
k[ﬂ —xmod*n—k<y§k[ﬂ —zxmod*n+n

O

L’ultima proprieta ha delle conseguenze che possono sembrare poco intuitive, che
vale la pena notare.

e Applicando l'osservazione 2.1, otteniamo che (n + k) [%J = minN T+ v,
T+ye

Ltk ]=L7]

ma poiché x + y varia solo al variare di y, essendo x fissato, possiamo ri-

scrivere quest’ultima espressione come x +  min  y, che per la proprieta

L] =Lz
appena dimostrata e pari a k [EJ + 2 — xmodn. In definitiva abbiamo che
(n+k)|2] =k|%|+z—2modnequindin+k | k|| +z—2zmodn. Questa
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¢ la generalizzazione della proprieta, vera per definizione, n | x — z mod n.
Si puo fare un discorso analogo usando la parte intera per eccesso, partendo

da(n+k)|[2] = max =x+yeottenendon+k|k|Z|+2z—zmod n+n.
n z+yeN n

(et ]=T%]

e Per la proprieta appena dimostrata, sappiamo che possiamo scrivere LEJ co-

me \‘Cb+a0+k L%J

—— J ,con —rmodn < ay < —xrmodn + k4 n. In questa seconda

sta z
x+ao+k{7+ ZiZL”JJJ
)

espressione, pero, possiamo rifare la stessa sostituzione, ottenendo
n+k

con —rxmodn < a; < —zmodn+ k+n. Possiamo continuare cosi all’infinito,

enunciando la prima delle due proprieta nel modo seguente:

ztagtk| i |

z+ay+k Tk

z+ao+k preyn

Ve e N,Vn e N*eVk € Z,con k > —n: [%J =

n+k

con —rxmodn < a; < —xmodn + k + n per ogﬁi 1€ N.

In particolare:

— scegliendo a; = 0 per ogni i € N si ottiene |£| =

ot | e |
n+1

z+
z+

— scegliendo a; = 0 perogniz € Ne k = 1 si ottiene L%J = T

In modo analogo si puo ricavare una forma equivalente per la seconda proprie-

ta:
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z+a2+k[m—‘ ]

z+a+k rEy

r4ao+k e

Vo e N,Vn e N*eVk € Z, conk > —n: [£] = —

con —zrmod*n —k < a; < —xmod*n + n per ogni i € N.
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Capitolo 3
Una panoramica sui tratteggi

Questo capitolo chiude la prima parte del libro, denominata “Fondamenti di teoria
dei tratteggi”. Nel primo capitolo abbiamo visto le definizioni essenziali della teoria;
nel secondo, alcune proprieta del modulo e della parte intera. Ora abbiamo tutti gli
strumenti indispensabili per cominciare a parlare di tratteggi.

In questo capitolo parleremo a grandi linee di tre classi di tratteggi: lineari,
linear:t con spiazzamento e dei quozienti. 1 tratteggi lineari con spiazzamento sono
molto simili ai tratteggi lineari, ed il loro studio verra esaurito in questo capitolo;
alle altre due classi di tratteggi sono invece dedicate la seconda e la terza parte del
testo, dove si entra nel cuore della teoria. Per il momento, ci prefiggiamo i seguenti

scopi:
e introdurre le diverse classi di tratteggi;

e trattare alcuni argomenti (come la connessione tra tratteggi lineari e numeri
primi) che, non essendo stati studiati a sufficienza, non meritano ancora un

capitolo proprio;

e enunciare e dimostrare alcune proprieta basilari dei tratteggi e dei numeri, che

serviranno nel resto del libro.

3.1 Proprieta basilari dei tratteggi e dei numeri

Seguono alcune proprieta delle funzioni fondamentali che saranno utili nel resto del

libro.

81
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3.1.1 Proprieta delle funzioni fondamentali

Proprieta 3.1. Per ogni tratteggio T e per ogni x € N*, t_valorer (z) = Or +
t_valore_diffr (z).
=1

7

Dimostrazione.

1. t_valorer () = O + >_t_valore_diffr (z) [da 2.—(a) e 3.—(a), per induzione]
i=1

2. Sex=1

(a) t_valorer (z) = [da 2., per definizione di t_valorer|
Or + t_valore_diffy () = [da 2.]
Or + > t_valore_diff 7 ()

=1

3. Sex>1

z—1
(a) t_valorer (z — 1) = Op + > t_valore_diffr (z) = t_valorer (z) = O +
i=1

> t_valore_diffr (z) [da i. e ii.]
i=1
z—1
i. Sia t_valorer (z — 1) = O + Y t_valore_diff 7 (x)
i=1
ii. t_valorer (z) =
t_valorer (z) — t_valorer (z — 1) + t_valorer (x — 1) = [da 3., per de-
finizione]

t_valore_diffr (z) + t_valorer (z — 1) = [da i.]

z—1
t_valore_diffr (z) + Or + > t_valore_diff (z) =
i=1

Or + > t_valore_diffr (z)

=1

Per t_classe_diff vale una proprieta analoga alla 3.1:

Proprieta 3.2. Per ogni tratteggio T e per ogni x € N*, t_classer () = O +
> t_classe_diffr ().
i=1

La dimostrazione ¢ analoga a quella della proprieta 3.1 e la lasciamo al lettore
come esercizio.

La funzione t_spazio; ha la seguente proprieta:
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Proprieta 3.3. Sia T un tratteggio. T ha almeno uno spazio se e solo se dx € N* :
t_valore_diffr (z) > 1.

Dimostrazione.
1. T ha almeno uno spazio < Jx € N* : t_valore_diffr (z) > 1 [da 2. e 3.]

2. T ha almeno uno spazio < Jdzr € N* : t_valore_diffr (z) > 1

(a) Sia z tale che t_valore_diffr (z) > 1

b) S t_valorer (x — 1) se x >0
iaa=

Or altrimenti

(c) t_valorer (x) — a = [da (b), per definizione di t_valore_diff 7|
t_valore_diffr () > [da (a)]
1

(d) t_valorer (x) & uno spazio di T'

3. T ha almeno uno spazio = Jx € N* : t_valore_diffy (z) > 1 [da (a), (b), (c),

(), (e)]

(a) Sia s uno spazio di T’
(b) Sia t il piu grande trattino di 7" di valore minore di s

tt(t tl >0
(c) Sia x = r () se [t T

0 altrimenti
(d) Sia t' = t_valorer (z + 1)

(e) t_valore_diff7 (z + 1) =
t_valorer (z + 1) — t_valorer (z) = [da (b), (c) e (d)]
|t — [t > [da (f)]
s+1—[t| > [da (b)]

s+1—(s—1)=
2>
1
(f) [t']>s
i |¢] 5 [da (a)

ii. [t'| > s [da (b)e (d)]
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Proprieta 3.4. Per ogni T € TN*, se T'" ha almeno uno spazio, allora per ogni
a,beZ, Or <a<b:

{{lely € [a,b] |c € una classe di T} ,{s € [a,b]|s & uno spazio di T'}}

¢ una partizione di [a,b].

Dimostrazione. L’enunciato segue dal fatto che per ogni tratteggio T', ogni intero
maggiore o uguale a Or o ¢ il valore di una classe, o uno spazio, ma non entrambe
le cose. Lasciamo al lettore i dettagli, abbastanza banali.

L’ipotesi che T" ha almeno uno spazio ¢ fondamentale, perché se T non avesse
spazi, {{|c|; € [a,b]|c & una classe di T'} , {s € [a, b] |s € uno spazio di T'}} sarebbe
uguale a {[a,b],0}, che non ¢ una partizione di [a,b] (perché gli elementi di una
partizione devono essere tutti diversi da ).

]

Corollario 3.1. Per ogni T € TN*, se T ha almeno uno spazio, allora per ogni
a,beZ, Or <a<b:

H{lclp € [a,b]|c é una classe di T'}| + |{s € [a,b]|s é uno spazio di T} =b—a+1

Dimostrazione. {|c|, € [a,b] |c € una classe di T'} e {s € [a,b]|s € uno spazio di T'}
costituiscono una partizione di [a, b], quindi la somma delle loro cardinalita e |[a, b]| =
b—a+1.

[

Corollario 3.2. Per ogni T € TN*, se T ha infiniti spazi, allora per ogni x € N*:

t_spaziog (r) = ( arg max y) +2+ Op

y€EN*|t_classer (y)<t_spaziop(zx)

t_classer () = ( arg max y) +x+ Or

yEN*|t_spazior (y)<t_classer(z)

Dimostrazione.
Si noti che la scrittura t_spazio, (x) ha senso, per ogni z € N* perché si ¢

supposto che T ha almeno infiniti spazi. Quindi si puo procedere come segue:

1. t_spazioy (z) = ( arg max y) +2+0r&
)

y€N*|t_classer (y) <t_spaziop (x

( arg max y | + x = t_spazioy (z) — Or < [per definizione di

yEN*|t_classer (y)<t_spazior(z)
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t_classer e perché t_classer (0) = Op|

H{lclp € [Or + 1, t_spaziop (z)] |c ¢ una classe di T'}|+z = t_spazio, (¢)—Or <

[per definizione di t_spazio, e perché t_spazios (1) > Or]
¢l € [Or + 1, t_spazioy (x)] |c¢ ¢ una classe di T'}| +
+ [{s € [Or + 1, t_spazioy (z)] |s & uno spazio di T'}|

[per il corollario 3.1]

= t_spazioy (z) — Or

. t_classer (x) = arg max y|+x+0r &
yEN*|t_spazior (y)<t_classep(z)
arg max y | + 2 = t_classer () — Or < [per definizione di
yEN*|t_spaziop (y) <t_classer ()

t_spazioy e perché t_spazios (1) > Or]
I{s € [Or + 1,t_classer (z)] |s & uno spazio di T'}|+z = t_classer (x)—Or [per
definizione di t classer (z) e perché t_classer (0) = Or|

{s € [Or + 1,t_classer ()] |s ¢ uno spazio di T'}| +

+ [{lely € [Or + 1, t_classer (z)] |c ¢ una classe di T'}
[per il corollario 3.1]

= t_classer () — Or

3.1.2 Proprieta dei tratteggi

Proprieta dei tratteggi di primo ordine

Proprieta 3.5. Sia T € T' strettamente monotono e A C Z.
Allora {x € A |t eT T(t)=a}={teT|T(t) e A}|.

Dimostrazione.

—_

w

4.

D.

HreA|RHeT:T({t)=z}|={teT|T () c A}| [da2., 3. e 4]
Sal={zreA|HeT:T() =z}

SiaJ={teT|T(t)e A}

1] = |J] [da 5.

Ti; : J — Z & una corrispondenza biunivoca tra I e J [da (a) e (b)]

a) T,y e suriettiva (rispetto ad I): Ve e Idt e J:T;(t) =z
| \

i. Siaxz el
ii. It e J:T;(t) =2 [da A., perché t € J]
A JteJ:T(t)=x[daB.e3]
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B.3teT:T(t)=2 AT (t) € AldaC]
C.oeANIHeT:T(t)=zodai. e2]
(b) T}, ¢ iniettiva: Vt,u € J : t #u = T); (t) # T}; (u) [dai. eii]

i. Siano t,u € J, t # u

i, Ty () # 71, (u) [da i)

iii. Ty (t) < Tiy(u) V Ty (t) > Tjy(u) [da iv. e i. (in particolare,
t,ue J)

iv. T(t) <T (u) vV T(t)>T(u)[daA. eB.]
A. k<hV k>h|daD.|]
B. t=(1,k), u=(1,h), h,k € N [da C., perché ord (T') = 1]
C.teT,ueT [dai. (in particolare t,u € J) e 3.]
D. k # h [da B. e i. (in particolare t # u)]

]

Proprieta 3.6. Sia T € T strettamente monotono e A C Z. |{|c|, € A | ¢ é una classe di T}| =
{|tl, € A|t éun trattino di T'}|.

Dimostrazione.

1. [{le|;r € A| c & una classe di T'}| = [in un tratteggio di primo ordine stretta-
mente monotono, tutte le classi contengono un solo trattino]

{|{t}|; € A |t & un trattino di T'}| = [per definizione di valore di una classe]
{|tl; € A |t e un trattino di T'}|

]

Proprieta 3.7. Sia T € T' con insieme delle componenti {i}, T ((i,1)) > Op. Al-

lora per ognin € Z, n > Op: {t €T |T (t) € [Or +1,n]} = argmax T ({i,k)).
kEN|T((i,k))<n

Dimostrazione.

1. {teT|T(t) € [Or+1,n]} = argmax T ((i,k)) [da 2. e 3]
keN|T((i,k))<n

2. Siah = argmax T ((i, k))
kEeN|T((i,k))<n

3. {teT | T(t) € [Or+1,n]}| = [per definizione di trattino, in particolare di
Tra,tt{l}]
{h e N| T ((i,h)) € [Or+1,n]}| = [da 4]
1, hl] =
h
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L 1<K <heT{i,l)e[0r+1,n] [da (a) e (b)]

(a) 1< A <h=T((in)) €[Or+1,n][dai. eii]
iKW >1=T(i,h))>Or+1[daA. e B]
AW >1=T(i,h)) >T((i1)) [per definizione di tratteggio]
B. T ((1,1)) > O [per ipotesi]
ii. ' <h=T((i,h)) <nl[daA. eB]
AW <h=T((i,h)) <T((i,h)) [per definizione di tratteggio]
B. T ((i,h)) <n [da 2.]
(b) (1 <KW <h)=T((i,h')) ¢ [Or+1,n] [dai eii]
i. ¥ =0=T({i,h)) = Or [per definizione di tratteggio]
ii. ¥ >h=T((i,h')) >n [da 2., per definizione di arg max]

]

Proprieta 3.8. Sia T € T' con insieme delle componenti {i}. Allora per ogni

P € [Trattyy — {V,F}]: argmaxT (t) = (i,z) < x = argmax T ((i,k)).
teT|P(t) kEN|P((ik))

Dimostrazione.

1. argmaxT (t) = (1, z) < [per definizione di arg max]
teT|P(t)

r € NAP((1,2))A\(u>t= =P (u)) < [ponendo u = (1, k) e per la proprieta
1.1]
re€NAP{Lz) AN (k>x=—-P((1l,k))) & [per definizione di arg max]|

r = argmax T ((1,k))
kEeN|P({1,k))

]

Si noti che l'ipotesi n € [Op, +o0] ¢ fondamentale, in quanto se n < Or, non

esisterebbe argmax 7 (t) perché nessun trattino ¢ € 7" sarebbe tale che T'(t) < n <
€T |T(t)<n
Or.

Proprieta 3.9. Sia T € T' e siano t, = (1,ky) € T, t3 = (1,k3) € T, t; < t3.
AllOTCI,HtQ eT | t1 <ty < t3}| =ks— ki + 1.

Dimostrazione.

L. {te € T | t; <ty <t3}| = [per la proprieta 1.1, ponendo ty = (1, k)]
Hke € N| ky < kg < k3}| =
ks — ki +1
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]

Corollario 3.3. Siano T € T', t = (1,k) € T en € N. Allora I'n-esimo trattino

successivo a 't € (i, k+n).

Proprieta dei tratteggi di d-esimo ordine

Proprieta 3.10. Sia T € T¢, d € N*. Sia P un predicato definito sui trattini di T,

cioé tale che, per ognit € T, P (t) puo essere vero o falso.

{teT|P(t) ¢vero}| = Z|{teT P (t) ¢ vero}|

Dimostrazione. La proprieta deriva dal fatto che {{t € T'[i] | P (t) € vero}},_,

.....

una partizione di {t € T'| P (t) ¢ vero}, e cio si dimostra banalmente a partire dalle
definizioni di tratteggio e di sottotratteggio.
[

Proprieta 3.11. Sia T € T4, d € N*. Sia t; = (i1, k1) € T. Allora

{ta = (io, ko) €T | t1 <t} = A\ B

dove:

o A= {ty = (ig,ko) € T | |t1]| + (i2 <iy) < |to]}

o B={ty = (i1, ko) €T | |t1] = |t2| N ko < k1}
In particolare, se T' é strettamente monotono,{ty = (ia, ko) € T | t; < to} = A.
Dimostrazione.

1. Sia D = {ty = (ig, ko) € T | t1 < t3}

2. D= A\ B [da (a), (b), (b)-., (c), (¢)-., (d) e (d)-.]

(a) Sia t2 = <i27 k‘2> eT
(b) Se 19 < 1y
i.theD s [da 1]
t1 <ty &
|t1| < |t2| V (|t1| = |t2| A (Zl < ig V (Zl = ig A kl S ]{32))) = [da (b)]
]| < t2] V (It:] = [t2| AN F) &
|t1] < [t2] = [da (b)]
ty € A< [da (b): B contiene solo trattini di 7" [i1]]
e A \ B
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(c) Se iy =1y

i. te D& [dall]
1 <ty &
[t1] < [to| V (Jt1] = [ta] A (i1 < d2 V (i1 = i2 A k1 < k2))) < [da (c)]
[t1] < |ta] V (|t1] = |t2] A k1 < k) < [proprieta distributiva di V ri-
spetto a A
t1] < [ta] A ([ta] < [ta] V E1 < ko) &
] < [l A= ([ta] = [to| ARy > ko) &
to € A\ {ta = (ig, ko) €T | |t1] > |t2| N1 > ka} &
to € A\ (BU{ty = (ig, ko) € T | |t1] > |t2| AN k1 > ko}) &
ta € (A\ B) N (A\ {ta = (ia, k2) € T | |t1] > |t2| A k1 > ko})) < [per-
ché in A si ha |t;| < |ts]
tse (A\B)N A&
to € A\ B

(d) Se 19 > 1

i.the D« [dal)]
W Lt &
t1]| < [to| V (|t1] = [t2] A (i1 < ia V (i1 =ia Ay < k2))) < [da (d)]
ta] < lto| V (Ita] = [t2| A(V V F)) &
ta] < [ta] V (Jtr] = [t2]) =
1] < [ta] < [da ()]
ty € A< [da (d): B contiene solo trattini di 7" [i1]]
to € A\ B

3. Se T ¢ strettamente monotono

(a) D= A[da 2. e (b)]
(b) B =10 [da (c)]

(¢) ta = (ia, ko) € B &
ia =11 A |ti]| = |ta]| N ks <k &
Qo =11 N (i1, k)| = |(ig, ka)| A ko < k1 &
[(i1, k)| = |(i1, ka)| A ko < k1 &
F

]

Proprieta 3.12. Sia T € T%, d € N*. Siano t; = (i1, k1) € T e t3 = (i3, k3) € T,
t1 <ts. Allora
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[{t2 = (i2, k2) € T' | 11 <t < t5}] = |A[ = | B[ = |C]
dove:
o A= {ty = (ig, ko) € T | |t1| + (i2 < i1) < |ta] < |ts] — (ia > i3)}
e B={ts— (i, k) € T | |ta] = |ta] A ko < kr}
o C={ty={ig, ko) €T | [ts] = [to| A k2 > k3}

In particolare, se T ¢ strettamente monotono,|{ty = (is, ko) € T | t; <ty <13} =
A

Dimostrazione.
1. SiaDE{tQE<i2,k32>€T|t1§t2§t3}
2. Sia A; = {tg = <i2,k’2> eTl | |t1’ + (ZQ < Zl) < ‘tg‘}

3. Sia AQ = {tQ = <i2,]€2> eTl ’ |t2’ + (23 < Zg) S ‘tg‘}

4. |D| = [da 5]
(AN B)\ €] = [da 6]
|A\ B| — |C| = [da 7]
Al =Bl =1C]

5. D =

{ta = (ig, k) €T |ty <to} N {ty = (in, ko) € T |ty < 3} =
(AL\ B)N(A\ C) =

(AN (A \O)\ (BN (A2\ C)) =

(AN A)\ (AN C) N\ (BN A)\ (BNC)) = [da (a)
(AN (ANCN\(BNA)\ (BN CO)) = [da (c)]

(AN (A NO)\N(B\(BNC)) =

(A\ (AN C)\ (B\C) = [da (b)]

(A\NC)\(B\C) =

(A\B)\C

(a) AiNA;=A[dal. e2]
(b) CC A [daT. eil

i. A\ BC A, [daii]
ii. AC A [da (a)]
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(¢) BC Ay [da6. ei]
i. AC A, [da (a)]

6. CC A\ B

(a) Sia ty = (ig, ko) € C
(b) to € A [dai]
Lot 4 (i < iy) < |ta| < |t3] — (ip > i3) [da ii]
i |t < [ts] — (iz > i3) [da iii]
i, iy = i3 A |t < |t3] [da iv.]
iv. ig =3 A |ts| = |ta| A kg > k3 [da (a)]
(c) ta ¢ Bldai., i—-A., ii. eil.—A]
i. Se iy # iy
A. ty ¢ [dai]
T [i1] 2
B
il. Se iy =14
A. ty ¢ B [da B/]
B. ko > [da (a)]
ks > [da C]
k1
(i1, k1) < (i1, k3) [da D. e E/]
(11, k1) < (i3, ks) [dall'ipotesi t; < t3]
daii. e F]
da (a)]

7;1:7;3

EENCERC NS

— —

lg = 13

7. BCA

(a) Sia ty = (ig, ko) € B
(b) ty € A [dai.]
Lot 4 (i < iy) < |ta| < |t3] — (ip > i3) [da ii]
[t ] 4 (i < i) < |to] [da iii]
iii. ip =41 A |t1]| < |to] [da iv.]
iv. i =11 A |t1| = |t2| A ke < Ky [da (a)]

91
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Proprieta del periodo e dei domini fondamentali

Sia T un tratteggio. Si definisce periodo di T' il piu piccolo n € N* tale che:

ImeNVteT: T{Ht)=T{)—m

dove t' ¢ I'n-esimo trattino successivo a ¢ nell’ordinamento temporale.
Qualsiasi intervallo del tipo [a,a +m — 1], a € Z, a > Or si chiama dominio
fondamentale di T

Proprieta 3.13. Se T ¢ un tratteggio periodico, esso ha un unico periodo n e tutti

i suoi domini fondamentali hanno la stessa lunghezza m.

Dimostrazione.

Dimostriamo in modo abbastanza informale questa proprieta, data la sua sem-
plicita.

Per definizione, se T' & periodico, esistono degli n € N* (almeno uno) che soddi-
sfano la (1.3), ed il piu piccolo di questi si dice periodo. Allora il periodo € unico,
per definizione, essendo stato definito come il pitt piccolo numero, di un insieme di
numeri positivi, con una certa proprieta.

Inoltre, se T' e periodico e ha periodo n, allora tutti i suoi domini fondamentali
hanno la stessa lunghezza m, ossia la m della (1.3) ¢ unica. Infatti, se esistessero
m,m’ € N che soddisfano la (1.3), si potrebbe fissare un ¢ € T a caso, trovare il
relativo t, (ossia I'n-esimo trattino successivo) e si avrebbe che T (t) = T (t,) — m
eT (t) =T (t,) —m/, da cui m =m/'.

]

Proprieta 3.14. Se T ¢ un tratteggio finito periodico e sia m la lunghezza di un
suo dominio fondamentale. Allora per ogni s € [Or, 0], s € uno spazio di T se e

solo se s+ m ¢ uno spazio di T.
Dimostrazione.

1. Vs € [Or, 0] :s ¢ uno spazio di T' < s+ m ¢ uno spazio di T [da (a), (a)-i.,

(b) e (b)-i]

(a) Sia s € [Or, 00|, s non ¢ uno spazio di T’

i. s+ m non ¢ uno spazio di T [da ii.]
ii. JueT: T (u) =s+ m [da iv., ponendo t, = u]
iii. Siat € T tale che T'(t) = s [da (a)]
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iv. Sia t,, I'n-esimo trattino successivo a t nell’ordinamento temporale
[da iii. e (c)]

v. T (t,) = s+ m [da vi]

vi. s = [da iii.]
T (t) = [daiii., iv. e (c), per le ipotesi che T" & periodico e la lunghezza
di un suo dominio fondamentale & m]
T (t,) —m

(b) Sia s € [Or, o], s spazio di T

i. s+ m & uno spazio di T [da ii., ii.-E. e ii—F., per assurdo]
ii. Se s +m non e uno spazio di T’

A. Sia t il pit grande trattino di valore minore di s

B. Sia w il trattino successivo a ¢
Sia t,, I'n-esimo trattino successivo a t [da A. e (c)]
Sia u, I'n-esimo trattino successivo a u [da B. e (¢)]
uy, € il trattino successivo a t, [da A., B., C. e D/]
u, non é il trattino successivo a t,, [da G. e H.|
Sia v € T tale che T'(v) = s +m [da ii.]
T (t,) < [dal e G
T (v) <[daJ.eG]

T (un)
I. T(t,) = [da C., (c) e per le ipotesi]
T(t)+m < [da Al]

T Q= E U a

s+m
J. T (u,) = [da D., (c) e per le ipotesi]
T (u) +m > [da K]
s+m
K. T (u) > s [se fosse T'(u) < s, u sarebbe, per la B., un trattino

maggiore di T di valore minore di s, contraddicendo la A.; per

(b) non puo essere T (u) = s]

(c) Sia n il periodo di T

Corollario 3.4. Se un tratteggio finito periodico ha uno spazio, ha infiniti spazi.
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Dimostrazione. In altri termini: un tratteggio finito periodico T' o non ha spazi, o
ne ha infiniti. Infatti, se s € uno spazio di 7', per la proprieta 3.14, anche s 4+ m,

s+2m, s+ 3m, ... sono spazi di T.
m

Corollario 3.5. Se T ¢é un tratteggio finito periodico, tutti i suoi domini fondamen-

tali contengono lo stesso numero di spazi.

Dimostrazione. Attraverso la proposizione 3.14, si puo stabilire una corrispondenza
biunivoca tra spazi di domini fondamentali diversi, che quindi devono necessaria-

mente avere lo stesso numero di spazi.

]

Corollario 3.6. Se T' € un tratteggio finito periodico, sia m la lunghezza di un suo
dominio fondamentale ed s il numero di spazi in un dominio fondamentale di T.

Allora per ogni x € N*, t_spaziop () + m = t_spaziop (z + s).

Dimostrazione. Si noti che la definizione di s € ben posta in virtu del corollario
3.5. L’enunciato si ottiene osservando che [t_spazio; (), t_spazio, (x) +m — 1] ¢ un
dominio fondamentale di T, e quindi per ipotesi contiene s spazi: essi, per monotonia
di t_spaziop, sono t_spazioy (), ..., t-_spazioy (x + s — 1), quindi t_spazio, (z) +m,
che & uno spazio, per la proposizione 3.14, deve essere t_spazios (x + s).

O

3.1.3 Proprieta dei numeri

Ora enunciamo e dimostriamo il “lemma del conteggio” un risultato abbastanza
banale ma molto utile per lo studio delle funzioni fondamentali. Il lemma puo essere
generalizzato, ma la forma qui presentata e generale quanto basta per I'uso che ne

faremo in questo libro.

Lemma 3.1. [Lemma del conteggio]
Siano I C N, z € N*, n €[ e, per ogni y € I, P(y) una condizione che puo
essere vera o falsa per y. Alloran é lz-esimo y € I tale che P (y) é vera se e solo

se.

{\{ye[]ygn/\P(y)évem}]:x (3.1)

Hyel|y<n A P(y) évera}| =z —1

Dimostrazione. Dimostriamo informalmente ’equivalenza tra la proposizione A =“n
¢ I'z-esimo y € I tale che P (y) e vera” e 'equazione 3.2, perché si tratta piu di

una questione di scelta tra un linguaggio pit formale ed uno meno formale. Se n
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fosse 'z-esimo y € I tale che P (y) & vera, allora, al variare di y € I, y < n, d
sarebbero z numeri y tali che P (y) ¢ vera. Infatti, se ce ne fossero meno di x,
I’z-esimo sarebbe maggiore di n; se ce ne fossero di piu, sarebbe minore. Quindi
Hyel|y<nA P(y) evera}| = x. Inoltre, sempre se A fosse vera, allora, al
variare di y € I, y < n, ci sarebbero x — 1 numeri y tali che P (y) & vera. Infatti, se
ce ne fossero meno di z—1, n non potrebbe essere I’z-esimo (ma al massimo I'(z — 1)-
esimo); se ce ne fossero di piu, cioe se ce ne fossero almeno z, allora I’z-esimo non
sarebbe n, ma un numero piu piccolo. Cosi abbiamo dimostrato che A =(3.2).
Con ragionamenti analoghi si puo dimostrare che =A = —(3.2), cio¢ che (3.2)= A.
Se infatti n non fosse 'z-esimo y € I tale che P (y) e vera, allora 'z-esimo sarebbe
un numero o piu grande, o piu piccolo di n. Se I’z-esimo fosse un numero pit grande
din,allora[{y € I |y <n A P(y) & vera}| sarebbe minore di x, in contrasto con la
prima riga della (3.2); se ’z-esimo fosse un numero piu piccolo di n, cioe se fosse n—1
o un numero piu piccolo, allora [{y € I |y <n A P(y) ¢ vera}| sarebbe maggiore
o uguale a z, in contrasto con la seconda riga della (3.2).

]

Sara anche molto utile in seguito la seguente seconda forma del lemma:

Lemma 3.2. [Lemma del conteggio, seconda formal
Siano I C N, z € N*, n €1 e, per ogni y € I, P(y) una condizione che puo

essere vera o falsa per y. Alloran é l'x-esimo y € I tale che P (y) é vera se e solo

se:
Hyel|ly<nA P(y) ¢vera}| ==z
(3.2)
P (n) é vera
Dimostrazione.
SianoA=|{yel|ly<nAP(y) evera}jeB=|{yel|y<n A P(y) e vera}|.
A —
Per il lemma 3.1, si ha che B ‘ = In particolare A = B + 1. Allora P (n)
=T —
X : . L A=x .
e vera, altrimenti si avrebbe A = B. In definitiva, si ha che . , cloe
P (n) & vera
I’equazione 3.2.
[

3.2 Tratteggi lineari

Definizione 3.1. Sia T € TN . T si dice lineare se ¥ (i, k) € T

T ((i, k) = nik
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dove per ogni indice 1, n; € N* ed n; dipende solo da i e da T
Tale tratteggio T si denota pit brevemente (nl, e ,nord(T)), seT é finito; (n1,n2,n3,...),

se T ¢é infinito. Gli n; prendono il nome di coefficienti di T

Ad esempio, il tratteggio Ty € T? tale che per ogni (i, k) € T

2k sei=1
3k sei=2

Tl (<Z> k>) =

¢ lineare. Infatti, per ogni i € {1,2} si ha T3 ((i,k)) = n;k, ponendo n; = 2 e
ne = 3. Quindi si pone T} = (2, 3).

Si osservi che i tratteggi lineari sono strettamente monotoni.
Definizione 3.2. Si definiscono i sequenti simboli:
o L% conde N, denota Uinsieme di tutti i trattegqgi lineart di ordine d

o LV = |J L? denota Uinsieme di tutti i tratteggi lineari finiti
deN*

o [V = U £? denota Uinsieme di tutti i tratteggi lineari (finiti e infiniti)
deN”

Con questa nuova simbologia, si puo dire che il tratteggio T poc’anzi definito
appartiene a £2.

Una cosa da notare sui tratteggi lineari finiti riguarda le loro classi per valore,
in particolare quelle di cardinalita pari all’ordine del tratteggio.

Sappiamo che in un tratteggio finito qualsiasi 7' € 7 esiste una classe per valore
di cardinalita d, quella di valore O, ossia {(1,0),...,(d,0)}. In un tratteggio

lineare finito, esistono infinite classi di cardinalita d:

Osservazione 3.1. Sia S = (ni,...,nq) € L FEsiste una classe di S di valore n e
cardinalita d se e solo se MCM (ny,...,ng) | n.
Dimostrazione.

1. MCM (ny,...,nq) | n < [si ricava dalla definizione di MCM]
Vie{l,...,d} :n; | n < [per definizione di |]
Vie{l,...,d} 3¢; : nijqg; = n < [perché S ¢ lineare]
Vie {l,...,d}3{i,q;) € S: S({i,q:)) = n < [per definizione di classe, e
perché gli n; sono tutti distinti

{{(L,q1),...,{d,qa)} ¢ una classe di S di valore n e cardinalita d
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(0[1]2]3]4]5]6]|7[8]9]10]11]12]13|14[15[16[17[18]... ]

Tabella 3.1: Tratteggio 77 = (2, 3)

L’osservazione precedente e evidente se rappresentiamo un tratteggio come una

tabella. Consideriamo, ad esempio, il tratteggio 77 = (2, 3) definito in precedenza:

Le classi di cardinalita 2 hanno valori 0, 6, 12, eccetera, ossia valori multipli di
6 = MCM (2, 3).
Un’altra conseguenza immediata della definizione di tratteggio lineare e la se-

guente:

Proprieta 3.15. Sia T = (n1,...,nq) € L% n € N ¢ uno spazio di T se e solo se
Vie{l,...,d} : nmodn; # 0.

Dimostrazione.

1. n & uno spazio di T' < [per definizione di spazio]
-3t = (i,k) € T : T (t) = n & [per definizione di tratteggio lineare]
-3t = (i, k) € T : n;k = n < [per definizione di trattino]
-Jdie{l,...,d}FkeN: nk=n<&
Vie{l,...,d}3keN: nk=n<
Vie{l,....,d}n;{n&
Vie{l,...,d} nmodn; #0

3.3 Tratteggi lineari con spiazzamento

I tratteggi lineari con spiazzamento sono un esempio di tratteggi impropri, ossia quei

tratteggi che non hanno un’origine. Piu formalmente:

Definizione 3.3. Si definisce trattino improprio una coppia ordinata t = (i, k) €
N* x Z. i e detto indice del trattino, dove la funzione ind : N* x Z — N* ¢ definita
come ind ((i,k)) = 1.

Sia C C N*. Si pone ImpTratt, = C x Z (l'insieme di tutti i possibili trattini

impropri con indice in C').
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Definizione 3.4. Sia C C N*, C' # (. Si definisce tratteggio improprio una

funzione T € [ImpTratt, — Z] per cui vale la proprieta di stretta monotonia:
V{(n,k),(n,h) € ImpTratt, : k < h =T ((n,k)) < T ({(n,h))

Come per i tratteggi, C si dice insieme delle componenti del tratteggio, |C| & detto
ordine del tratteggio, e si indica con ord (T'). Se ord (T') = n, si dice che T ¢ di
n-esimo ordine. Se ord (T') € N, T si dice finito; altrimenti (cioé se ord (T') = o0)

s1 dice infinito.

Per i tratteggi impropri andrebbero estese le funzioni fondamentali per gli interi
negativi, ma questa parte deve essere ancora studiata.

Un particolare tipo di tratteggi impropri sono i tratteggi lineari con spiazzamen-
to:

Definizione 3.5. Sia T un tratteggio improprio. T si dice lineare con spiazzamento
seV (i,k) eT:
T ((i, k) =nik +s;

dove per ogni indice 1, n;, s; € N, n; > 1 ed n; ed s; dipendono solo da i e da T'.
Tale tratteggio T' si denota piu brevemente ((nl, 81) ey (nord(T), sord(T))), seT ¢
finito; ((n1,s1),(ng,s2),(ng,s3),...), se T & infinito. Gli n; e gli s; prendono il

nome rispettivamente di coefficienti e spiazzamenti di T

Ad esempio, il tratteggio Tp € T2 tale che per ogni (i, k) € T

. 3k set =1
Ty ((i k) =
4k +2 sei1 =2

¢ lineare con spiazzamento. Infatti, per ogni i € {1,2} si ha Ty ((i, k)) = n;k + s,
ponendo ny =3, s1 =0, ny =4 ed sy = 2. Quindi si pone T; = ((3,0), (4,2)).

E interessante confrontare un tratteggio lineare con spiazzamento col tratteggio
lineare avente gli stessi coefficienti. Ad esempio, potremmo confrontare il tratteggio

T, appena definito:

20-1101(2({34[5(6|7|8]91011|12]13]14]15

col tratteggio lineare (3,4):
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Le due tabelle mostrano la stessa disposizione di trattini, ma “traslata” di sei
unita (verso destra o verso sinistra, dipende dal punto di vista), oltre che “tagliata
a sinistra”, per quanto riguarda il tratteggio lineare. Possiamo prendere come punto
di riferimento le sovrapposizioni, che hanno valore 0,12, 18, ...1in (3,4) e 6, 18, 30, . ..
in T5. A partire da una sovrapposizione, sappiamo che ogni n; colonne troveremo
un trattino sulla i-esima riga, e cid accade sia in Ty che in (3,4): percio nelle due
tabelle la disposizione dei trattini ¢ la stessa. La “traslazione”; invece, dipende dalla
diversa posizione delle sovrapposizioni.

In generale, gli spiazzamenti determinano la presenza di sovrapposizioni e, se presen-
ti, le loro posizioni (cioe i loro valori), in un tratteggio con spiazzamento. Ricordia-
mo che una sovrapposizione ¢ una classe per valore di cardinalita pari all’ordine del
tratteggio. Dunque, in un tratteggio di ordine d, dobbiamo trovare d trattini con lo
stesso valore. In un tratteggio lineare con spiazzamento T' = ((n1,81) ;- - ., (N4, Sq)),
il valore di un trattino (i, k) & n;k+s;. Dunque k generici trattini (1, k), ..., (d, kq)

hanno lo stesso valore se e solo se, per qualche n, si ha:
mki+81=...=ngkg+sqs=mn

In altri termini:
nmodn; = s;

(3.3)

nmodng = sy

Gli n € Z che risolvono questo sistema sono tutti e soli i valori delle sovrapposi-
zioni del tratteggio T'. Se il sistema non avesse soluzioni, vorrebbe dire che T" non
avrebbe sovrapposizioni.

Abbiamo ottenuto un sistema di congruenza lineari, di solito denotato con la

scrittura:
n = s; (modny)

n = sq (modny)

Tuttavia, per coerenza con le altre notazioni del libro, si preferisce la forma 3.3.
A questo punto la teoria dei tratteggi si intreccia fortemente con 'aritmetica,
perché sistemi di questo tipo sono gia stati ampiamente studiati. La teoria dei trat-

teggi e anche in questo caso, come abbiamo visto per i numeri primi nel paragrafo
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4.4, un modo alternativo per studiare il problema. Non solo, ma la teoria dei trat-
teggi approfondisce la questione introducendo nuove problematiche. Basti pensare,
ad esempio, che il sistema 3.3 identifica solamente le sovrapposizioni di un tratteggio
lineare con spiazzamento, ma si puo studiare il tratteggio anche quando il sistema
non ha soluzioni: semplicemente, si studiera un tratteggio lineare con spiazzamento
senza sovrapposizioni.

I tratteggi lineari con spiazzamento aventi sovrapposizioni sono i piu semplici,

perché immediatamente riconducibili a tratteggi lineari aventi gli stessi coefficienti,
per il discorso della “traslazione”, che pero non formalizziamo, in attesa di maggiori
sviluppi di questa parte della teoria.
Detti tratteggi, inoltre, possono essere utili per studiare da un’altra prospettiva le
congruenze lineari. Nel corso della ricerca in teoria dei tratteggi sono stati effettuati
studi in tal senso, ma i pochi risultati ottenuti, non rilevantissimi, sono riservati, per
il momento, a successive edizioni dell’opera.

Non sono stati per nulla studiati, invece, i tratteggi lineari con spiazzamento
non aventi sovrapposizioni e, percio, non direttamente riconducibili a dei tratteggi

lineari.

3.4 Metatratteggi

Il concetto di metatratteggio qui introdotto come base per definire una nuova classe
di tratteggi, i tratteggi dei quozienti, a partire da una classe di tratteggi gia de-
finita, quella dei tratteggi lineari. Piu in generale, sarebbe interessante studiare i
metatratteggi oltre il caso citato, ma uno studio del genere meriterebbe grande ap-
profondimento.

Cominciamo definendo formalmente gli oggetti di cui stiamo parlando, proseguendo

subito dopo con la discussione, attraverso un esempio.

Definizione 3.6. Siano A C Z, avente minimo, e sia |a,b] un intervallo, con a € Z
ebe ZU{+oo}. Sidefinisce funzione di ripartizione da A in [a,b] una funzione

f € [A — [a,b]] suriettiva crescente.

Ad esempio, ponendo a = 0 e b = 400, si ha che [0,+00] = N e la funzione

g=Ax. ’%W € [N — NJ ¢ una funzione di ripartizione per N. Infatti abbiamo che

cioe g ¢ suriettiva crescente.
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Se f ¢ una funzione di ripartizione da A in [a,b], & interessante considerare la
funzione f~' = Xz.{n€ A| f(n) =2} € [[a,b] = 2], che chiameremo inversa
di f anche se non e propriamente un’inversa. Si puo dimostrare facilmente che
{f'(2) | x € [a,b]} ¢ una partizione di A, detta partizione di A indotta da f: da
qui il nome funzione di ripartizione.

Ad esempio, tornando alla funzione g, possiamo considerare g~! € [N — 2N]:
g (0)={0}, ¢ " (1)={1,2,3}, 97" (2) = {4,5,6}, g ' (3) = {7,8,9}, ...
quindi la partizione di N indotta da g e:

{{0},{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},...}

Definizione 3.7. Sia T € 7. Siano |l < ord(T), F = (f; | 1 <1 <) una l-upla
(sequenza di lunghezza 1) di funzioni di ripartizione da [Op,o0] in N ed f una
funzione di ripartizione da [1,ord (T')] in [1,1].

Si definisce metatratteggio di T generato da F' e da f un tratteggio T' € T, tale
che per ogni (i, k) € Tratty -

T, (<Z, k‘)) = fZ (t_valoreT[ffl(i)] (l{i)) (34)

T si definisce tratteggio base di T".

La definizione di metatratteggio puo sembrare ostica. In realta, al di la dei

formalismi, si puo ottenere un metatratteggio 7" da un tratteggio 7' con delle semplici
operazioni. Vediamo un esempio, considerando come tratteggio base il tratteggio
lineare (2,3,4,5).
La prima cosa da fare e partizionare gli indici di 7', usando la funzione di ripartizione
f. Quest’ultima e, per definizione, una funzione suriettiva crescente dall’insieme
degli indici di 7', [1,0rd (T)] = {1,2, 3,4}, all'insieme [1,1], che sara l'insieme degli
indici del metatratteggio 7" che stiamo costruendo. Poniamo, per fissare le idee,
[ = 3 (cosicché [1,1] = {1,2,3}) e definiamo la seguente funzione di ripartizione f
da {1,2,3,4} in {1,2,3}:

Si tratta di una funzione di ripartizione, perché la funzione e suriettiva crescente.

1Se ord (T) = oo, I puo essere co: in questo caso, la sequenza ha lunghezza infinita.
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Si ha che:
) =A{L2}, @) ={3}, 1 (3) = {4}
dunque la partizione di {1,2,3,4} indotta da f e {{1,2},{3},{4}}. La conse-

guenza di cio sul metatratteggio e che, pensando alla rappresentazione tabellare, le
prime due righe del tratteggio T corrisponderanno alla prima riga del metatratteg-
gio T"; la terza riga e la quarta riga di T corrisponderanno, rispettivamente, alla
seconda ed alla terza riga di T".

Le funzioni di ripartizione (f; | 1 < i <), nel nostro caso (fi, fa, f3), indicano
come “partizionare” righe o gruppi di righe di T per ottenere ciascuna riga di 7".
Precisiamo meglio il significato di questa affermazione. Abbiamo detto che le f;
devono essere funzioni di ripartizione da [Or, o] in N. Nel nostro esempio, Or = 0,
quindi dobbiamo definire tre funzioni di ripartizione, fi, fo ed f3, da N in N. Sia

per esempio, per ogni x € N:

Queste funzioni inducono tre corrispondenti partizioni di N:

{{0},{1,2,3,4,5},{6,7,8,9,10},...}

{{0},{1,2,3},{4,5,6},...}
{{0},{1,2,3,4,5,6,7},{8,9,10,11,12,13,14},...}

tali che il j-esimo elemento (partendo da j = 0) della partizione indotta da f; e

fi (7). Ad esempio, f, " (0) = {0}, £, (1) = {1,2,3} ed £, (2) = {4,5,6}.
Ora, per costruire il metatratteggio 7", bisogna trovare:

e quali trattini di 7' [1, 2] hanno valori negli insiemi {0},{1, 2,3, 4,5},{6,7,8,9,10},. ..
e quali trattini di 7" [3] hanno valori negli insiemi {0} ,{1,2,3},{4,5,6},...

e quali trattini di 7" [4] hanno valori negli insiemi {0}, {1,2,3,4,5,6,7}, {8,9,10,11,12,13, 14},

cio¢ bisogna cercare trattini del sottotratteggio di T di indici f~1 (4), ¢ € {1, 2,3},
che abbiano valori negli insiemi della partizione di N (di [Or, 0], in generale) in-
dotta da f;. Abbiamo quindi una suddivisione “verticale” del tratteggio, che divide
T in T[1,2], T [3] e T'[4], ed una suddivisione “orizzontale”, che partiziona N, que-
st’ultima dipendente dal sottotratteggio considerato nella partizione verticale. Cio

e visualizzato nella seguente tabella:
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0 1 2
] 0 112134 6,789 /10

0 1121314 6 81910
2110 1123 415|6
3110 1123|4567 8191011 |12 |13 | 14

Le intestazioni delle righe sono gli interi in [1, 3], che saranno gli indici del meta-
tratteggio; le intestazioni delle colonne sono i numeri naturali. All’incrocio tra riga
i e colonna j (chiamiamola “macrocella” di riga i e colonna j) vi sono tutte le celle
della tabella di 7" (chiamiamole “microcelle”) che hanno numero di riga nell’insieme
f71 (i) e numero di colonna nell'insieme f; ! (j). Ciascuna cella contiene il numero
di colonna che essa aveva nella tabella di 7. Sono evidenziati in grassetto i numeri
posti nelle celle che contenevano un trattino nella tabella di 7.

A questo punto e facile ottenere la tabella del metatratteggio 7”: basta porre in
ciascuna macrocella, tanti trattini quante sono le microcelle in essa contenute che
contengono numero in grassetto. In altri termini, la macrocella (che ora diventa
semplicemente una cella) di riga i e colonna j > Or = O contiene tanti trattini,

quanti sono i trattini di 7" aventi indice nell’insieme f~! (i) e valore nell’insieme

fH0).

Ad esempio, la cella di riga 3 e colonna 2 contiene un trattino perché in 7" esiste un
trattino avente indice in f~1 (3) = {4} e valore in f; ' (2) = {8,9,10,11,12,13,14}.
Si tratta precisamente del trattino (4, 2): infatti, T ((4,2)) = 5-2 =10 € {8,9,10,11, 12,13, 14}.
Tutte le celle della prima riga 1 contengono piu di un trattino, perché ci sono piu
trattini di 7' che hanno valori nei corrispondenti f; ' (y), y € N*.
Il lettore puo verificare che il tratteggio 7" ottenuto con questo procedimento ¢
quello che soddisfa la definizione 3.7.
E evidente, a partire dall’esempio, che un metatratteggio di un tratteggio stret-

tamente monotono puo non essere strettamente monotono.

Nella definizione 3.7, si definisce un metatratteggio come un particolare trat-
teggio, dando per scontato che la funzione 3.4 ¢ effettivamente un tratteggio. Lo

dimostriamo adesso, assicurandoci cosi che la definizione 3.7 & ben posta.
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.....

Allora T € T' e O = 0.

Dimostrazione.

.....

2. Siaie{l,...,1}

(a) T"((i,0)) = [per definizione di 7”]
fi (t_valorez(s-1(;y (0)) = [per definizione di t_valore]
fi (OT[ffl(Z‘)]) = [lorigine di un tratteggio coincide con quella di un suo
sottotratteggio]
fi (Or) = [perché f; : [Or,00] — N ¢ suriettiva crescente]
0

3. O =0[da 2. e 2.—(a)]

3.5 Tratteggi dei quozienti

Vediamo ora un’importante classe di tratteggi, i tratteggi dei quozienti, definiti sfrut-
tando la nozione di metatratteggio. Prima, pero, dobbiamo introdurre la nozione di

giustapposizione di tratteggi.

Definizione 3.8. Siano S € 7", T € T™, con n,m € N*. Si definisce giustap-
posizione di S e T, e si legge: “S giustapposto a T7, il tratteggio S§T € T"t™
tale che SYT[1,...,n] = S ed (S4T [n+1,...,m]) ((i,k)) = T ({i — n, k)) per ogni
(i,k) € Trattp, 1, m]-

Quindi:

e ogni trattino (i, k) appartenente ad S, appartiene anche a StT" e mantiene il

suo valore

e ogni trattino (i, k) appartenente a 1" diventa (i + n, k) in ST, ma mantiene il

valore che aveva in T'

Cio significa che la tabella che rappresenta ST ha le prime n righe identiche a quelle
di S e le successive m identiche a quelle di 7.
Ad esempio, se S = (2,3):
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eT =(2,4):

La tabella che rappresenta S o T é:

Notazione 3.1. Si pone, per n € N*, TH#TH.. 4T =T,
—_———

T ripetuto n wvolte

Definizione 3.9. Sia T' = (ni,...,n) € L¥, con k > 2. Si definisce tratteggio dei

quozienti di T il metatratteggio () di (nk)ﬁ(kfl) generato da </\x. L%J N—=NlJie{l,...,k— 1}>

i

edadv.x:[l,k—1] — [1,k—1]. Siscrive @ =q(T).

Vediamo ora un esempio di tratteggio dei quozienti, rimandando il lettore alla
parte III per uno studio approfondito.

Sia T il tratteggio lineare (2, 3,5). Vediamo qual ¢ il suo tratteggio dei quozienti,
disegnandone la tabella.

Dobbiamo innanzitutto considerare il tratteggio (5)*, ossia:
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Adattando la definizione all’esempio, si ottiene che il tratteggio dei quozienti di
(2,3,5) ¢ il metatratteggio di (E))ﬁ2 generato da (f1, fo) e da f, dove f; ed fy sono
funzioni di ripartizione da N in N tali che f; (z) = [£] e f> (z) = | £]; f & la funzione
identica definita su {1, 2}.

I fatto che f sia la funzione identica implica che il tratteggio ¢ (7T") che stiamo
costruendo ha ordine 2: dalla prima riga di 7" si ottiene la prima riga di ¢ (7"), ed
analogamente per la seconda riga.

Dobbiamo usare ora f; per partizionare le colonne della prima riga di 7" ed fy per
partizionare le colonne della seconda riga. Le partizioni di N indotte da f; ed f,

sono, rispettivamente:

{700, /), @), p ={{0,1}, {23}, {4,5}, ...}

{70, 1), @), ..} ={{0.1,2}, {3,4,5}, {6,7,8}, ...}

Partizionando le colonne di 7', otteniamo la seguente tabella:

Dalla quale si ottiene, con lo stesso metodo visto nel paragrafo precedente, la

tabella che rappresenta ¢ (T):

Oltre alla tabella che lo rappresenta, tuttavia, si potrebbe essere interessati al-
I'espressione del tratteggio ¢ (7T'), come funzione da Tratt, — N. Adattando la
definizione di metatratteggio al caso particolare, si puo scrivere, per ogni (i, k) €
Tratty o):

q(T) ((i,k)) = fi (t_valorery-1( (k))

Cio definisce senza dubbio il tratteggio ¢ (T7'), ma probabilmente si ¢ interessati
ad una forma piu semplice ed esplicita. Preferiamo non introdurre adesso questa
forma, ma rimandarla al capitolo 10, in cui la questione sara vista anche da un’altra

prospettiva e con un maggior livello di approfondimento.
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Come per i tratteggi lineari, introduciamo i seguenti insiemi di tratteggi del

quozienti:
Definizione 3.10. Si definiscono i sequenti simboli:
o OF conke Nk, denota linsieme di tutti i tratteggi dei quozienti di ordine k

o OV = |J QF denota l'insieme di tutti i tratteggi dei quozienti finiti
keN*

o OV = U QF denota linsieme di tutti i tratteqgi dei quozienti (finiti e infiniti)
keN*
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Parte 11

Tratteggi lineari

109
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Questa e la parte del libro in cui si entra maggiormente in dettaglio nella teoria dei
tratteggi. Infatti, per la loro semplicita, i tratteggi lineari sono stati i primi ad essere
studiati ed approfonditi. Dopo la lettura di questa parte, il termine “semplicita” puo
sembrare ironico, ma non ¢ cosi, come si puo intuire leggendo la parte I1I sui tratteggi
dei quozienti.

Ho avuto molti ripensamenti su quale fosse la suddivisione in capitoli piu oppor-

tuna. Infatti, gli argomenti da trattare sono:
e |'upcast di t lineare
e il downcast e la down-conservativita di t lineare
e t_valore lineare
e t_spazio lineare

Ciascuno di questi argomenti dovrebbe essere trattato per i tratteggi lineari di se-
condo, terzo e, in generale, d-esimo ordine; t_spazio lineare anche per il primo ordine
(gli altri problemi nel primo ordine sarebbero banali). Ovviamente basterebbe trat-
tare solamente il caso generale per ciascun argomenti, ma cid non € né opporuno, ne

attualmente fattibile, per i seguenti motivi:

e [ casi generali presentano formule complesse, a cui ¢ meglio arrivare in modo

graduali, a beneficio della comprensione

e Esistono molti teoremi per casi particolari (ad es. per il secondo ordine) che

non sono stati generalizzati

e Solo il problema dell’'upcast di t lineare e stato risolto nel caso generale, per il

momento

Dalla necessita di trattare gli stessi argomenti per ordini diversi e nato il dilemma:
meglio dedicare un capitolo per ogni ordine di tratteggio (primo, secondo, terzo,
d-esimo), trattando tutti gli argomenti in ciascun capitolo, o meglio dedicare un
capitolo allo studio di ciascun problema per diversi ordini? La scelta finale & stata
la seconda: un capitolo per ciascun problema. Cio ha il vantaggio di mantenere una
buona coerenza all’interno di uno stesso capitolo, ma lo svantaggio che le forme piu
generali sono distribuite tra i diversi capitoli anziché aggregate, cosa che renderebbe
piu semplice saltarle in una prima lettura. Anche con la suddivisione per argomenti,
pero, il lettore puo scegliere a quale livello di generalita porsi: ad esempio, leggere di
ogni capitolo solo le parti riguardanti il primo (ove applicabile) ed il secondo ordine.

La tabella II puo essere di aiuto nella scelta di un percorso di lettura.
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[ T e/l \ T e L?
Up? ~T (t) banale 5.1 nella pagina 137
DownCons” 7" (t) banale 6.3 nella pagina 145
Down” =" (1) banale 6.4 nella pagina 152
t_valorep banale 6.5 nella pagina 160, nella pagina 225
t_spazio 8.1 nella pagina 200 | 8.2 nella pagina 206
| [ Tel | Tef'deN |
Up’ T (t) 5.2 nella pagina 138 | 5.3 nella pagina 140
DownCons” ~7" (t) || 6.6 nella pagina 163 mancante
Down’ =7’ (t) 6.7 nella pagina 178 mancante
t_valorer mancante mancante
t_spaziop mancante mancante

Tabella 3.2: Guida alla lettura per la parte 11




Capitolo 4

Semplici proprieta dei tratteggi

lineari

In questo capitolo raccogliamo alcune semplici proprieta sui tratteggi lineari (spesso
basate su proprieta generali dei tratteggi, enunciate nel capitolo 3). Esse costitui-

scono la base per i risultati dei capitoli successivi della parte II.

4.1 Proprieta dei trattini

Proposizione 4.1. Sia T = (n) € L', con insieme delle componenti {i}. Per ogni

x € N, il piu grande trattino di T di valore minore o uguale a x e <i, L%J >

Dimostrazione.

1. Siat = (4, |£])

2. t ¢l piu grande trattino di 7" di valore minore o uguale a x [da (a) e (b)]

(a) |t| = [da 1. e perché T ¢ lineare]

Z _
n:pfmmodn —_
n
z—zxmodn <

T

(b) Vk > |£] : |(i,k)| > x [da i. e per la stretta monotonia della funzione
valore]
i. ‘(z, L%J + 1>‘ = [per ché T & lineare]
2]

nxfx;nodn =

113
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z+ (n —xmodn) > [da x modn < n]

X

]

Corollario 4.1. Sia T = (n) € L', con insieme delle componenti {i}. Per ogni

x € N, 1l piu piccolo trattino di T di valore maggiore o uguale a x é <7j, {ﬂ >
Dimostrazione.
1. Sia t il piu piccolo trattino di T di valore maggiore o uguale a x

2. t = (i,[%]) [da (a), per la proprieta 2.21]

(a) t=(i,[=L]| +1) [da (b)]
(b) 11 trattino precedente ¢ & (i, | 1] ) [da (c)]

(c) Il trattino precedente ¢ ¢ il piu grande trattino di 7" di valore minore o
uguale di z — 1 [da (d)]

(d) t e il piu piccolo trattino di 7" di valore maggiore di x — 1 [da 1.]
O

Un’importante modifica della proposizione 4.1 consiste nel calcolare il pit grande
trattino minore di un altro trattino: con le parole “pit grande” e “minore” si fa
riferimento in questo caso all’ordinamento per colonne definito sui trattini, piuttosto
che, come nella proposizione 4.1, 'ordinamento sui valori dei trattini (che altro non

e che I'usuale ordinamento tra interi).

Proposizione 4.2. Sia T = (ny,...,nq) € £¢, d € N*. Siano inoltre i,j € [1,d] e

u e T[i. Allora
i<
e 1= (| =221
teT(j]lt<u n;

1. max t= <j, {";}MD [da 3.-(a) e 4.(a)]

teTj]|t<u

Dimostrazione.

2. Siau = (i,n), n € N*

3. 8ei>]
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a) max t= [ponendo t = (j,m)]

teT[j]lt<u
max ,m) = |da 1.
(3m)ET|(j,m)<u Gom) = | |
max j,m) = [per la proposizione 4.1]

Gm) €T || Gam) <[ul
| Ll
Ay
i. (j,m) < u < [da 2., per la proprieta 1.2]
[Gsm)| < Jul v ([, m)| = |ul A (G < iV (j=iAm <n))) & [da3)]
[{G:m)| < [ul vV ([G,m)] = |u]) &

[{5:m)| < ul
4. Sei1 < j
a) max t= |ponendot= (j,m
) max t=[p (g, m)]
max ,m) = |da i.
m)€T|(j;m)<u Urm) = |
max (j,m) = [per la proposizione 4.1]

(Gm)ET|(G,m)|<[ul-1
G5
g |
i. (j,m) <u < [da 2., per la proprieta 1.2]
Gyl < Jul v (Gl = [l A G < iV (G =i Am <)) & [da i,
ii.—A., iii. e iii.—A.]
(G, m)] < Ju] &
(Gym)] < Jul - 1

ii. Sei<j
A m) <|ul V([ m)| = [u| A (G <iV(j=iAm<n))) < [da
ii.]
[(G,m)| < Jul Vv (|G, m)| = [u| AF) &
[, m)| < Jul
iii. Sei=j
A m) <|ul V(|G m)| = [u|A(j <iV(j=iAm<n))) < [da
iii.

(7, m)| <Jul vV (|{j,m})| = [u| A\m <n) < [da B]
(7, m)| <u| &
B. |(j,m)| = |u| Am < n < [perché il tratteggio ¢ lineare]
njm = |u| Am <n < [da 2]
nym=mnmnAm <n < [da iil.]
nym=mnnAm<<n<
m=nAm<n<

F



116 CAPITOLO 4. SEMPLICI PROPRIETA DEI TRATTEGGI LINEARI

]

Proposizione 4.3. Sia T = (n) € L', con insieme delle componenti {i}. Siano
reN t=(i,k)eT.
Allora | € T 11 < 7] < a}] = | =54 |

n

Dimostrazione.

Lt eT |t <) <o} = |51 [da (), (@), (), (b))

(a) Se |(i,k+1)| >z

L {t'eT ||t <|t'| <z} =[dail]
0] =
0 = [da iii., per definizione]

L“”;—”kJ = [per ipotesi e perché il tratteggio & lineare]

=
ii. |t| < |t'| = [da (c)]

t' > (i,k + 1) = [per monotonia del tratteggio]

] = [(i, k + 1) = [da (a)]

it > x
iii. z —nk <n [da A., calcoli algebrici]

A. n(k+1) >z [da (a), perché il tratteggio ¢ lineare]

(b) Se [(i,k+1)| <=

L {teT||t] <|t'| <z} =[da2., (c) e per la proposizione 4.1]

{{ik+1),. G R =
|£] — k = [per la proprieta 2.19]

n

| =% | = [per ipotesi]

=)
(e) [t <[t =
|t'| > |t| = [per definizione di ordinamento temporale]

t' >t = [essendo t = (i, k)]
t' > (i,k+1)

]

Corollario 4.2. Sia T = (n) € L', con insieme delle componenti {i}. Per ogni

x € N, 1l numero di trattini positivi di T di valore minore o uguale a x € [%j
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Dimostrazione. Basta applicare la proposizione precedente con k = 0. Questo corol-
lario, comunque, ¢ molto simile alla proprieta 4.1, dalla quale puo essere facilmente
ricavato applicando la proprieta 3.7.

]

Il lettore puo aver notato che le ultime proposizioni hanno in realta piu a che fare
coi numeri che coi tratteggi: la proposizione 4.1 dice in sostanza che il piu grande

multiplo di n; minore o uguale ad = € n; L%J, la successiva dice che il numero di
T

multipli di n; compresi tra n;k ed x, primo estremo escluso, e V’n—"kJ Sono cose
abbastanza ovvie; ma perché dimostrarle nella teoria dei tratteggi, piuttosto che, in
maniera pitl naturale, nella teoria dei numeri?

La risposta pit immediata ¢ che vogliamo studiare la teoria dei tratteggi, e le due
proposizioni precedenti sono necessarie come base di altre che seguiranno, le quali
a loro volta saranno espresse in termini di teoria dei tratteggi, non di teoria dei
numeri; quindi € bene usare da subito i formalismi giusti.

La risposta pit profonda e che la teoria dei tratteggi ¢ un’astrazione costruita sopra
la teoria dei numeri. Essa permette di vedere problemi e risultati relativi ai numeri
da un’altra prospettiva: quella dei tratteggi appunto. Dopo aver letto questo libro,
si dovrebbe avere un’idea di quanto questa prospettiva sia interessante e di quanto
possa essere utile per risolvere problemi della teoria dei numeri, traducendoli in
problemi della teoria dei tratteggi e sfruttando risultati di quest’ultima. Quindi
il linguaggio dei numeri puo essere preferibile a quello dei tratteggi in questa fase
iniziale, ma in seguito la prospettiva sara invertita.

Non ci si stupisca, inoltre, se molti teoremi sui tratteggi verranno dimostrati
passando al formalismo dei numeri: questa commistione e normale, perché la teoria
dei numeri e alla base della teoria dei tratteggi. Parleremo nei termini di quest’ultima
solo quando serve per sviluppi successivi (come nel caso delle proposizioni 4.1 e 4.3)
o per chiarire determinati concetti; altrimenti parleremo semplicemente di numeri.

Alcune proposizioni sui numeri appaiono piu chiare, quando sono interpretate
nella teoria dei tratteggi. Ad esempio:

Lemma 4.1. Siano a,b,x € N*, |{y >z |2 = %] }} = |bl=armodb |1

Dimostrazione.

Ly > ol [%] = [2])] = [zt

1Si sarebbe dovuto scrivere |{y eEN*|y>aA L%J = [“—byJH, ma si intende che l'insieme di
appartenenza di y € lo stesso di . Molte volte si procedera in questo modo, per semplificare la
notazione.
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{y>a]|%|=]2|} = [per la proprieta 2.23]

%J <ay<b L%J +b— 1} = [per definizione, calcoli algebri-
ci
{y>m|am—axmodb§ay§bL%J +b—1} =[day >z < ar < ay|
{ylaz <ay<b|%]+b—1}

(b) |A| = [banale; si puo provare che f € [A — aA] tale che f(z) = ax per
ogni z € A ¢ una biezione tra A ed aA]

laA| = [da i., per la proposizione 4.3, considerando T' = (a) € L]

{W:Jw—l—an _

a

baar:—aalc)modb_,’_b_l_am

Lb—l—ax m(?de

a

i aA={ay|ar <ay <b|%|+b—1} [da (a)]

]

Questa proposizione puo sembrare un inutile tecnicismo, ma a livello di tratteggi

la si puo enunciare in modo molto piu interessante:

Proposizione 4.4. Siano (a,b) € L% e s = (1,z) € (a) e sia u il pit piccolo trattino
di (b) maggiore di s. |{t € (a) | |s| < |t| < |u|}| = |i=ezmedd |,

a

Dimostrazione.

L |{t € (a) | |s] < [t] < ul}| = | b=t=oemedt | [da 2. c 3]

2. Siano A={y>ua||%2|=[%|}eB={te(a)|l|s| <t| <|ul}

3. |B|=[da4., 5. e6.]
|A| = [per il lemma 4.1]

Lbflfam mod bJ
a

4. Sia f € [A — B tale che f(z) = (1, z) per ogni z € A
5. f ¢ iniettiva [da (a) e (a)-i.]

(a) Siano z,w € A

i z#w=
(1,2) # (1,w) = [da 4]
f(z) # f(w)
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6. f e suriettiva [da (a) e (b)]

i. ay > ax [daii.
ii. [(1,y)] > [(1,2)] [da 2., per definizione di B e di ]

(e) [%] = |%] [dai., i-A. e (a) (assurdo perché |(1,y)| < |u| = (1,y) ¢ B),

da ii., ii.-B. e (d) (altro assurdo)]
i Se 5] <%
A. [{a,y)| =
ay > [da i. per la proprieta 2.24]
(L5 +1) 2
b[%] = [per la proposizione 4.1]
|l
ii. Se |2 > [%]
A. y <z [da B/
B. ay < [per la proprieta 2.25]
b|%| = [per definizione, calcoli algebrici]
ax — armod b < [da az mod b > 0]

ax
[l

Il passaggio dai numeri ai tratteggi ¢ molto semplice a livello intuitivo: basta
definire la giusta biezione tra un insieme numerico ed un insieme di trattini, come
nella dimostrazione della proposizione 4.4. D’altra parte, pero, la dimostrazione di
biettivita e spesso lunga e noiosa.

Si potrebbe allora lavorare direttamente nei tratteggi, quando e possibile. Ad

esempio, si potrebbe dimostrare la proposizione 4.4 nel modo seguente:
Dimostrazione.

L [{te(a)[ls| <[t <[ul}] =
{t € (a) [ [s] <[t] <[ul =1} = [da (a)]
{t € (a) | |s| < |t| < ax —axmodb+ b— 1}| = [per la proposizione 4.4]
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{axfaxmoib+b*1*‘3| = [da, S = <17 l’>]

ar—ax mod b+b—1—ax
a
Lbflfaz mod bJ
a

(a)

[perché il tratteggio e lineare]

Jul
b { W [da s = (a, )]
b { : W [per la proprieta 2.21]
b (ij + ) [per definizione, calcoli algebrici]
ar —armodb+b
(b) < {SHI-D [da (c), per la proposizione 4.1, ricordando che (b) =

(c) w e il piu piccolo trattino di (b) di valore maggiore o uguale a |s|+ 1 [dalle

ipotesi]
[

Alcuni lettori potranno considerare questa dimostrazione piu elegante della pre-
cedente, perché si basa su proposizioni precedenti della teoria dei tratteggi. Cosi
pero non e evidente la connessione tra tratteggi e numeri, un aspetto fondamentale
che non puo essere trascurato.

Potremmo passare dai tratteggi ai numeri, dimostrando il lemma 4.2 partendo dal-
la proposizione 4.4 dimostrata nel secondo modo. La biezione ¢ sempre la stessa;
guardarla in un senso piuttosto che in un altro ¢ questione di gusti, I'importante e
non perderla di vista.

Nel resto del libro avremo troppe cose da dimostrare per poterci permettere di di-
scutere su quale sia I’approccio migliore per farlo; faremo di volta in volta come sara
pit comodo. Cercheremo di favorire la percezione della teoria dei tratteggi come un
modo particolare di studiare i numeri.

Ora per completezza enunciamo un risultato molto simile al 4.1, che utilizza la

parte intera per eccesso anziché per difetto, interpretandolo poi nei tratteggi.
Lemma 4.2. Siano a,b, x € N*. |{y > x| (%W = { ”} Lb aﬂﬁmode'

Lasciamo al lettore la dimostrazione, che puo essere simile a quella del lemma

4.1, o basata sulla seguente proposizione:

Proposizione 4.5. Siano (a,b) € L? e s = (1,z) € (a) e sia u il piu piccolo trattino
di (b) maggiore di s.|{t € (a) | |s| < |t| < |u]}| = |bermedd |,

a
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Il lettore pud verificare che la biezione tra {y > x| [%] =[]} e {t € (a) | |s| < [t] < |ul}
e la stessa di quella definita nella dimostrazione della proposizione 4.4, cambiano solo
il dominio e I'insieme di arrivo. Dimostrando che esiste tale biezione, si puo dimo-
strare la proposizione 4.5 ricorrendo al lemma 4.2, se questo e stato gia dimostrato;
oppure si puo dimostrare la proposizione direttamente, in modo del tutto analogo
a come si e fatto per la 4.4. Non facciamo nessuna delle due cose, per evitare di

annoiare, essendo le dimostrazioni perfettamente analoghe alle precedenti.

4.2 Proprieta di classi e spazi

Un’importante conseguenza dell’osservazione 3.1 riguarda il calcolo del numero di
classi con valore in un certo intervallo. Esso si basa fortemente sul principio di
inclusione-esclusione. Ad esempio, in un tratteggio di secondo ordine T', le classi
possono contenere o un trattino di 7" [1], o un trattino di 7" [2], o entrambi: dunque
il loro numero & dato dal numero di classi che contengono almeno un trattino di 7'[1],
pitt il numero delle classi che contengono almeno un trattino di 7'[2], meno il numero
delle classi che contengono un trattino di 7' [1] ed un trattino di 7" [2]. Infatti, se non
si effettuasse 'ultima sottrazione, le classi che contengono sia un trattino di T'[1] che
un trattino di 7' [2] verrebbero conteggiate due volte: una volta perché contengono
un trattino di 7'[1] ed una volta perché contengono un trattino di 7'[2]. Cio, nel

caso dei tratteggi lineari, ¢ formalizzato nella seguente proposizione:

Proposizione 4.6. Siano T = (ny,n) € L% edn € N. Allora |{cclasse di T | 0 < |c| < n}| =
)+ L] = Lot )
Dimostrazione.

1. Sia C; = {cclasse di T'[i] | 0 < |¢| < n}, per i € {1,2}

2. |{cclasse di T'| 0 < |c| < n}| = [perché T' € L? e per definizione di classe]
|Cy U Cy| = [per il principio di inclusione-esclusione]
|Cy| + |Cs| — |Cy N Cy| = [da (a), per il corollario 4.2]

{ﬂj + L%J — |C1 N Cy| = [da (b), per il corollario 4.2]

)+ (3] = Lotz

(a) C; = [da 1., perché T'[i] € T', quindi le classi sono insiemi costituiti da
un solo trattino
{{t} classe di T'[7] | 0 < |{t}| < n} = [per definizione di valore di una

classe]
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{{t} classe di T'[i] | 0 < |t| < n} = [per definizione di classe]
{{t}|teTl] NO<]t|<n}=
{t|teTl] NO<|t| <n}
(b) C1NCy =
{cclasse i T'[1] edi T'[2] |0 < |c|] < n} =
{cclasse di T' di cardinalita 2 | 0 < |¢| < n} =
{cclasse di T di cardinalita 2 di valore m | 0 < m < n} = [per l'osserva-
zione 3.1]
{m | (MCM (n1,n2) | m A 0 <m <n)} = [un multiplo di MCM (ny, ny)
¢ il valore di un trattino di (MCM (ny,n,)) € L]
{t € (MCM (n1,ny)) | 0 < |t| < n}

O

Se n ¢ multiplo di MCM (ny, ns), la formula trovata nella proposizione 4.6 assume

una forma particolarmente semplice:
Corollario 4.3. Siano T = (ny,n,) € L? ed m € N. Allora

[{c classe di T'| 0 < || < mMCM (ny,n2)}| = m (ﬁ } 1)

Dimostrazione.

1. {eclasse di T'| 0 < |¢|] < mMCM (ny,n2)}| = [per la proposizione 4.6]
{mMCM(nl,ng)J + {mMCM(nl,ng)J . {mMCM(nl,ng)J _

ni ng MCM(')’Ll,TLz)

{mMCBﬁEm,ng) i LmMCI\ﬁim,m)J —m = [perché ny | MCM (ny,ny) e ng | MCM (nq, no)]
mMCM(n1,n2) + mMCM(”l na2)
m (MCM(m n2) | MCM(m na) )

ni

nQMCM 'n,1 ne +'rL1MCM(n1 nz 1
ning

nin2

ni+ng

m(
m ((n1+n2 JMOM(ny 1) 1> = [perché nyny = MCM (nq,n2) MCD (ny, ns)]
m <MCD (n1,m2) )

]

Per la complementarieta di classi e spazi, dal corollario 4.3 si puo ricavare

facilmente la formula per calcolare il numero di spazi minori di mMCM (nq, ns):

Proposizione 4.7. Siano T = (ny,ns) € L% ed m € N. Allora

o (m—1)(np—1)—1
T < mMCM = 1
[{s spazio di T | 0 < s < mMCM (ny, n2)}| = m < MCD (noma)
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Dimostrazione.

1. {sspazio di T | 0 < s < mMCM (ny,ng)}| =
[{s € [1,mMCM (ny,n2)] | s ¢ uno spazio di T'}| = [per la proprieta 3.4]
I[1, nMCM (nq,n9)]| — |{s € [1,mMCM (ny,n2)] | s € una classe di T'}| =
mMCM (ny,n2) —|{s € [1, mMCM (ny,n2)] | s ¢ una classe di T'}| = [per il co-
rollario 4.3]

mMCM (ny,ng) —m (% — 1) —

m (MCM (n1,m9) — rrodth2 - 4 1) =

o MCD(n1,n2)

MCD(n1,n2)MCM(n1,n2)—ni—na + 1) =
MCD(n1,n2) -

m (e 1) =

(n1—1)(n2—1)—1
m < ll\/ICD(n21,n2) + 1)

]

Non e difficile immaginare che, sempre col principio di inclusione-esclusione, e

possibile generalizzare la proposizione 4.6 a tratteggi lineari di ordine d € N*.

4.3 Periodicita

Chiudiamo con l'osservare che i tratteggi lineari finiti sono periodici. Ad esempio, il
tratteggio 17 = (2, 3) ha periodo pari a 5 e lunghezza di un dominio fondamentale

pari a 6, come si vede in tabella 3.1. In generale:

Proposizione 4.8. Sia T = (ny,...,nq) € L%, d € N*. S ¢ periodico, con periodo

) ¢ lunghezza di un dominio fondamentale pari a MCM (nq, ..., ng).

Dimostrazione.

1. S ¢ periodico, con periodo ZM e lunghezza di un dominio fonda-
i=1

mentale pari a MCM (nq,...,n4) [da 2., 3. e 4., per la definizione 1.15]

d
2. Siano n = Zw em = MCM (ny,...,nq); sia, per ogni t € T, t,
i=1
I'n-esimo trattino successivo a T’

.VteT: T(t)=T(t) —m A ind () = ind (£,) [da 2., (a), (b), (c) e (d)]

(a) Sitat=(i,k) €T
(b) Sia v = <z’, k + M> [k e i definiti in (a)]

ng
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(¢) v=t, [da (e) e per la definizione di ¢, data in 2.]

(d) T (t) = [da (a), per definizione di T

k
n; (k: + w) —MCM (ny,...,nq) = [da (b), per definizione di T

(e) HueT|t<u<wv} =
[da (f), perché {ueT |t<u<v}={{ueT|t<u<v}—1]
d
ZMCM(n% ..... ng) _ [da 2]

n
i=1 ¢
n

(f) Hue T |t <u <w}| = [per la proprieta 3.12, da (a) e (b) e perché T,
essendo lineare, & strettamente monotono]
{u= () €T T()+( <i) <T(w) < T() - (j > i)} = [per la pro-
prieta 3.10]
SHu= (D eT|TO+G<)<T
Hu= (0 | T+ <i) <T@ <T@ - (i

d
<

> i) }H+
Z%HUEUMGYWT@%HJ<U T(u) <T(v) = (j>1)} =[dai,
J=
ii. e iii.]
i—1 d
D LT@)T;T@)J n QT(U)JT(”J n 1) Y [T(@;T(ﬂ = [da d. e 2]
j=1 ’ ' j=it+1 !
l_zleCM(Zl ..... ng) + (MCM(Zl ..... ng) +1> + zd: MCM(Zl ..... ng) _
j=1 ! ’ j=i+1 !
d
ZMCM(Zl ..... ng) +1
i=1 !

i—1
LS =D T |TW+(<i) ST T )= > )} = er

J:

ché 7 < i per tutta la sommatorial

§ Hu= (G, ) eT|T(t)+1<T(u) <T(v)} = [perlaproposizio-

i {u= @0 [ TO+@<i)<Tw) <T@ — (>0} =
|7

T
Hu=(,0) | T(t) <T(u) <T(v)}| + 1= [per la proposizione 4.3]
LT(U)_-T@)J 11

ng
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d
iil. Z1|{UE GOHeT|TH)+(<i)<T(u) <T(v)—(5>1i)} =[per-
j=it
ché j > i per tutta la sommatoria]

d

Yo Hu= G0 eT | T(#) <T(u) <T(v)—1} = [per la stretta
j=i+1
monotonia di 7]

‘il (Hu= (G, ) €eT|T(t) <T(u) <T(v)—1}|+1) = [perlapro-
;)osizione 4.3]

d
S (LWJ + 1) = [per la proprieta 2.21]
j=it1

d
T)-T(#)
Mk

j=i+1

d
4. ITImVt € T T(t) = T (tw) —m A ind () = ind () = 0/ > 3 MMOend)
i=1 '
[da (a) e (c)]

(a) Sianon’ € N*, m € N* tali che Vt € T': T'(t) =T (t,y) —m A ind (¢) =
ind (tn/)

(b) Siat = (n;, k) €T

(¢c) n’ = [da (a) e (b), per definizione di ¢,,. Inoltre, per 4., n’ non dipende
dalla scelta di t]
HueT|t<u<ty}| —1 = [da 3.—(f) e 4. (in particolare, ind (t) =
ind (t,/)), ponendo v = t,/]

i—1 d
T T(tn;);T(t)J n ({T(tn,r);T(t)J +1> S {w-‘ — 1 = [per la
j=1tL J v Jj=i+1 J
roprieta 3.10]

i—1 d
> 2+ (2] +)+ 2] -124a ()]
j=1L." ‘ j=it1 7
1_21 MCM(n1,...m4) J +<LMCM<M ..... na) J +1) S "MCM(m ..... nﬂ 1=
ol n; n; ] n;
'LflMCM(Zl. ,,,,, ng) + (MCM(ZI ,,,,, ng) +1> + Z MCM(Z1 ,,,,, ng) 1=
j=1 / ! j=i+1 ’
d
MCM(nq,....,ng) __
> oML [da 2.
n

(d) m > MCM (nq,...,nq) [da (e) e perché m € N*]
(e) MCM (nq,...,nq) | m [da (f)]
(f) Yn; € {n1,...,ng} :n; | m [dai. eii]

i Siat=(n,k)eT
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ii. n; | m [da iii.]
iii. m = [da 4.]
T (tw)—T(t) =[daiv. e v]
n;h —nk =
n; (h — k)
iv. T (t) = n;k [perché T ¢ lineare]
v. T (t,y) = n;h [da vi., perché T ¢ lineare]
vi. tp = (n;,h), h € N[dai. e 4. (in particolare, ind (¢) = ind (¢,,))]

]

Si noti che nel caso di d =1, MCM (ny,...,ng) = MCM (n;) che si pone pari ad
ny stesso. Dunque un tratteggio di primo ordine (n;) ha periodo 1 e lunghezza di

un dominio fondamentale pari a n;.

4.4 'Tratteggi lineari e numeri primi

Un’interessante applicazione dei tratteggi lineari, che ¢ stata anche cio che ha fatto
nascere la teoria dei tratteggi, ¢ lo studio dei numeri primi. In particolare, uno
degli obiettivi principali € trovare un metodo per calcolare 1I'n-esimo numero primo,
utilizzando la teoria dei tratteggi.
Questo problema e stato gia risolto da alcuni algoritmi, come il famoso crivello
di Eratostene. Tuttavia, il metodo che vogliamo ¢ molto diverso dal crivello di
Eratostene: l'intento ¢ esprimere 1'n-esimo numero primo mediante una formula
matematica, piuttosto che con un algoritmo iterativo. In realta l'intento non e
trovare una singola formula che permetta di calcolare i primi, ma si vorrebbe definire
una famiglia di formule, che risolvano il problema, in un certo senso, a livelli di
precisione crescenti. Vediamo piu in dettaglio cosa significa.

Consideriamo il tratteggio lineare (2, 3); in particolare, analizziamo i suoi spazi.
Si ha che:

x € uno spazio di (2,3) <
- e (2,3):t|=x<

2k sei=1
-3 (i, k) € Tratt, : =z &
3k sei=2

—(FkeN3dce {2,3}:ck=12) &
-Jc€{2,3}:clzx &
21z N3tz
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Cioe gli spazi di (2,3) sono tutti i numeri non divisibili né per 2, né per 3:

formalmente:
t_spazioys) (N*) ={z e N| 21z A3tx)} ={1,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,.. .}

Come & facile osservare, tutti gli spazi di (2,3) fino a 23 sono numeri primi

(eccetto 1 che si puo considerare un caso particolare). Cio e naturale, perché se un
numero composto non ¢ divisibile né per 2 e né per 3, significa che il suo piu piccolo
divisore € 5: esso sara quindi maggiore o uguale a 5 - 5, cioe 25.
Viceversa, non tutti i numeri primi minori o uguali a 23 sono spazi di (2, 3); tuttavia,
gli unici mancanti sono proprio 2 e 3. Anche questo e evidente, perché se un numero
primo e divisibile per 2 o per 3 (cioé che non & uno spazio di (2,3)), esso non puo
che coincidere con 2 o con 3, altrimenti sarebbe composto.

Quindi la successione {t_spazio(273) (x)} contiene, nell’ordine, la sequenza dei

numeri primi compresi tra 5 e 23. Piu esgleilj:itamente, indicando con p,, 1'n-esimo
numero primo, abbiamo che t_spazio, 5) (2) = p3 = 5, t_spazioy 3 (3) =ps =7, ...,
t_spazio(y3) (8) = pr = 23, ossia Vp; : 5 < t_spazioy (i) < 23 = t_spazio(y3) (i) =
pivr1- Abbiamo trovato un modo per calcolare esattamente i numeri primi compresi
tra 5 e 23. Non e granché come risultato, ma ¢ un primo passo. Tutto puo essere

generalizzato partendo dal tratteggio lineare (2,...,n), con n fissato:

Proposizione 4.9. Sianon >2, T = (2,...,n) e L' ek=|{zr e N|2<z <n A z & primo}|.
Allora
Vi:n+1 < tspaziop (i) < (n+ 1)* = t_spaziop (i) = pisp_1

La proposizione ¢ dimostrabile pit facilmente partendo dai seguenti lemmi:

Lemma 4.3. Siano {a;},cy. € {bj};cn. due successioni strettamente crescenti di

numeri naturali, e sia p tale che a, = by, per qualche q. Allora:
g=p+{b; | j EN"Ab; <a}\{ar,...,ap} = Har,....ap} \ {b; | j € N}|.

Dimostrazione.

Log=p+ b |7 EN AL <)\ far,. .. ap} — Har.....a}\ {by |7 €N
[da 3.)]

2. Siano A={0,...,a,} N{a; | i e N*} e B={0,...,a,} N{b; | j € N*}

3. g—p=[dad. eb]
|B\A[—|A\ B| = [da 2.]
[0,y ap} by [ € NN A] = [AN ({0, a} N {b; [ j € N*})| = [per
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ipotesi {b; | j € N*} C N]
{bj 17 € N*Ab; <ap} \ A= [AN ({0, .., ap; 0 {b; | j € N*})[ = [da 4.~(a)]
{bj | 1 e N“Ab; <a,}\{ar,...,ap} +
—Haws a3 V{0, ap} 0Dy | € | =
[per ogni terna di insiemi Iy, Iy e I3, I; \ (IoN13) = (I1 \ 1) U (1 \ I3)]
{b; | 1 e N“Ab; <a,}\{ar,...,ap} +
—[{ar, s app N {0, ap ) U ({an, s app N {by [ J € N} =
[per ipotesi {a; | i € N*} € N e {a;},. ¢ strettamente crescente]
{bj 17 € N*Ab; <apt\{ar, .. ap} = [OU ({an, .., app \ {b; [ ] € NT})| =
{bj 17 € N“Aby <ap}\{a, . ap} = {an, o app N {b; [ J € N}

4. p=[da 3.]
|A| = [perché per ogni coppia di insiemi [; e I, I # 0, {{IL N L}, {L\ I}}
¢ una partizione di I]
|AN Bl +|A\ B

(a) A={a1,...,ap} [da 1., perché {a;}, . © strettamente crescente]

5. ¢ = [da 3.]
| B| = [come la seconda uguaglianza della 4.]
|JANB|+ |B\ A|

(a) B ={b1,...,bs} [da2., perché {b;}, . ¢ strettamente crescente e a, = by

€N~

]

Lemma 4.4. Vn e N: n > 1A (Vm € {2,...,[/n]}:mtn) = n éprimo.

Non dimostriamo questo lemma, perché e un risultato noto in teoria dei numeri.

Lemma 4.5. Sianon € N,n>2, T = (2,...,n) en+1 < p;. Allora p; é uno

spazio di T'.

Dimostrazione.

1. p; € uno spazio di 7' [da 2.]

2. Vm e€{2,...,n} : m{p; [da 3., perché p; & primo]

3. p; > n [per ipotesi]
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Lemma 4.6. Sianon e Nyn>2 T =(2,...,n). Vi € N*: n4+1 < t_spazio (i) <
(n+1)* = t_spazioy (i) é primo.
Dimostrazione.

1. Sia i tale che n + 1 < t_spazioy (i) < (n +1)°
t_spaziop (i) € primo [da (b), per il lemma 4.4]

Vm e {2, ce L t_spaziop (Z)J } :m { t_spazioy (i) [da (c) e (d)]

)
)

(¢) Ym € {2,...,n} : m ¢t t_spazioy (i) [dalla definizione di t_spazio]
)

i. n > y/t_spazios (i) [da ii.]

ii. /t_spazioy (i) < n + 1 [da 1., in particolare da t_spazioy (i) <

(n+1)7
O
Dimostriamo ora la proposizione 4.9:
Dimostrazione.
1. Sia 7 tale che n + 1 < t_spazioy (i) < (n+ 1)
(a) t_spazioy (i) = [da 2., per i lemmi 4.6 e 4.3]
Pt |{p; §€N* Apy <t spazion (i)t spazior ({L..i})|~|t-spasior ({1,..a)\fp i} = [da il
e iii
Ditk-1

i. Sia Py ={p; |j€N"ANa<p; <D}

. Hpj | j € N*Ap; < t_spaziop (i)} \ t_spaziop ({1,...,7})] = [da i/

| Patspaziop (i) \ t-spaziop ({1,...,i})| =

‘ (P2 n U Pyt spasioq (i ) \ t_spaziop ({1,. })‘ =

[perché Py, N Pyt 4 spagion (i) = U]

| Py, \ t_spaziop ({1, ... ,i})|+‘Pn+1,tjpazioT(i) \ t_spaziop ({1, ... ,z})’ =
[da (b)]

| Po.n| + ‘Pn—l-l,tjpazioT(i) \ t_spazior ({1, ... ,z})‘ = [per ipotesi]

k+ ‘Pnﬂ,tjpazioT(i) \ t_spaziop ({1,...,7})
k+0=

k

= [per il lemma 4.5]
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iii. |t_spaziop ({1,...,i}) \ {p; | j € N*}| =
|({tspazior (1)} U t_spazior ({2, ...,i})) \ {p; | j € N*}| =
[{t_spazioy (1)} e t_spaziog ({2,...,i}) sono disgiunti]

{tspazior (1)} \ {p; | j € N*}|+[t_spazior ({2,...,i}) \ {p; [ j € N} =
[1 non & primo]
1+ |t_spaziop ({2,...,i}) \ {p; | j e N*}| = [da A ]
1+0=
1
A. YVm € {2,...,1} : tspaziop (m) ¢ primo [da B. e C., per il lemma
4.6 e perché t_spazio ¢ strettamente crescente]
B. t_spazioy (2) > n + 1 [perché t_spazioy (2) > t_spazioy (1) =1e
da (b)]
C. t_spazioy (i) < (n+1)* [da 1]

(b) 2,...,n non sono spazi di T' [perché sono indici di T

]

Abbiamo cosi dimostrato che tutti gli spazi di T = (2,...,n), compresi tran—+1 e
(n 4 1)* escluso, sono primi (in particolare, vale la relazione t_spazioy (i) = piyr_1)-

Vale pero anche il viceversa: tutti i primi compresi tra gli stessi valori sono spazi 7"

Proposizione 4.10. Sianon e Nyn>2 T =(2,...,n)ek=|{z eN|2<z <nAx éprimo}|.
Allora
Vpi: n+1<p; < (n+1)* = p; = tspaziop (i — k+ 1)

Dimostrazione.

1. Sia p; tale che n +1 < p; < (n+ 1)

(a) p; = t_spaziop (i — k + 1) [da (b), (c) e (¢)-i.]
(b) p; & uno spazio di T [da i.]

i. p; non ¢ divisibile per 2, ..., n [perché p; & primo e 2 < n < p|
(c) Sia p; = t_spazio (j)

i. n+1 < t_spazioy (j) < (n+1)* = [per la proposizione 4.9]
t_spazior (j) = pjir—1 = [da (c)]
Pi = Pj+k—1 = [perché la successione {p;} € strettamente crescente]
t=j7+k—-1=
j=i—k+1
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Osserviamo che:

e Nel caso n = 2 la proposizione dice che Vp; : 3 < p; < 9 = p; = t_spazioy, (7).
Gli spazi di (2) sono i numeri dispari, quindi stiamo dicendo che, se 1’i-esimo
numero primo ¢ compreso tra 3 e 9 (quest’ultimo escluso, ma includendolo
non cambia niente), esso e pari all’i-esimo numero dispari. In effetti, i numeri
primi compresi tra 3 e 9 sono p, = 3, p3 = 5 e py = 7, ed essi coincidono

rispettivamente col secondo, il terzo ed il quarto numero dispari.

e Se n > 2, si puo anche dimostrare che Vp; : n+1 < p; < (n+ 2)2 = p; =
t_spazios (i + n — 2), ma l'espressione a destra del < & sempre quadratica in

n.

e Si puo dimostrare lo stesso risultato, Vp; : n+1 < p; < (n+ 1)2 = p; =
t_spazioy (i + n — 2), considerando T'= (z € N | 2 <z < n Az & primo) anzi-
ché T'= (xr € N| 2 <z <n). Infatti, come ¢ facile dimostrare, i due tratteggi
sono indistinguibili dal punto di vista degli spazi: un numero ¢ spazio di uno
se e solo se e spazio dell’altro. Questa proprieta ha delle implicazioni pratiche

che vedremo tra un attimo.

Supponiamo ora di aver fissato ¢ e di voler calcolare p;. Possiamo applicare il

corollario 4.10, o direttamente la proposizione 4.9:

e Se vogliamo applicare il corollario 4.10, dobbiamo trovare un n tale che n+1 <
pi < (n+ 1)2, ovviamente senza conoscere p;. Inoltre, piu piccolo € n, meglio
e, perché il calcolo di t_spazio diventa sempre pilt oneroso al crescere dell’or-
dine del tratteggio (ma su questo torneremo piu avanti). Cio non & semplice;
tuttavia, avendo a disposizione una stima di p;, sia p;, si puo porre per esempio
n = |vp;] o n=[ypi|, calcolando t_spazios (i + n —2), con T = (2,...,n).
Se poi il valore ottenuto dovesse essere minore di n + 1 o maggiore o uguale a
(n 4 1)%, si pud ritoccare la scelta di n e ricalcolare t_spaziop (i +n — 2), con

T opportunamente variato.

e Se vogliamo applicare la proposizione 4.9, notiamo innanzitutto che la formula
Vi:n+41 < t_spaziop (i) < (n+ 1)* = t_spazioy (i) = pi_nso i pud esprimere
in modo equivalente come Vi : n 4+ 1 < t_spaziop (i +n —2) < (n+1)° =
t_spazioy (i +n —2) = p;. Dobbiamo quindi trovare un n tale che n + 1 <
t_spaziop (i +n —2) < (n+1)%, con T = (2,...,n). Questo problema & piti

semplice del precedente, ma deve essere ancora studiato.
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In entrambi i casi, ci riconduciamo al calcolo di t_spazio;, dove T'= (2,...,n) per
qualche n. Questo calcolo si puo effettuare direttamente, oppure si puo velocizza-
re considerando il tratteggio 77 = (x € N|2 <2 <n Az ¢ primo). Infatti, come
abbiamo osservato poc’anzi, esso ha gli stessi spazi di 7', ma, avendo meno indici,
permette di calcolare t_spazio piu velocemente. Gli indici di 7" sono i numeri primi
minori o uguali ad n, con n fissato: e possibile trovarli applicando t_spazio stesso.

Vediamo brevemente come.

Si comincia considerando 7} = (2) e calcolando h = t_spazioy, (x) per v =
1,2,3,..., fintanto che h & certamente primo (cioe h < (2 + 1)2 = 9, applicando il
lemma 4.6). Si ottiene cosi l'insieme Cy = {h € t_spazioy, (N*) | h < 9} che, per la
proposizione 4.9, coincide con l'insieme {x € N* | x < 9 A x primo}. Se maxCy > n,
possiamo porre 77 = (z € Cy | x < n) e fermarci: ¢ facile dimostrare che questo
coincide col tratteggio che volevamo, (z € N|2 <z <n Az ¢é primo), applicando
le proposizioni 4.9 e 4.10. Altrimenti, si considera il tratteggio To = (C3) e si
ripete lo stesso procedimento: si calcola h = t_spazio, (z) per v = 2,3,... (d’o-
ra in poi partiamo sempre da x = 2), fintanto che h < (maxCy + 1)2, ottenen-
do l'insieme Cy = {h € t_spazioy, (N*) | t_spazioy, (2) < h < (maxC, + 1)2}; ma
t_spaziog, (2) > maxCy + 1 (perché, se non lo fosse, sarebbe o composto, o coinci-
dente con uno dei coefficienti di Tp; invitiamo il lettore a riflettere su questo), quindi
Cs = {:E €N |max(Cy+ 1 <z < (maxCy + 1)2 Ax primo}. Ora, se max C3 > n,
possiamo porre 7" = (x € C, U C5 | < n) (otteniamo cosi quello che volevamo, in-
vitiamo il lettore a dimostrarlo); altrimenti, si considera il tratteggio (Cy U C3) e
si ripete il procedimento. In questo modo, si ottengono successivamente gli insiemi
Cy, C3,Cy, Cs, . . ., che contengono “pezzi” sempre piu grossi della successione dei nu-
meri primi, cominciando da 1 € Oy e senza saltare nessun primo”. A un certo punto
si raggiungera o si superera n: a quel punto si saranno trovati sicuramente tutti i
primi minori o uguali ad n.

Abbiamo solo accennato a come si potrebbe risolvere il problema del calcolo
dell’i-esimo numero primo — arrivando a considerare anche il problema del calcolo dei
numeri primi minori o uguali ad n — applicando le proposizioni 4.10 e 4.9. Chiudiamo
qui questo discorso, perché una trattazione approfondita ci allontanerebbe dalla
teoria dei tratteggi. Continuiamo con altre considerazioni, rimanendo su un livello
intuitivo.

Le proposizioni 4.10 e 4.9considerano il tratteggio finito T = (2,...,n). Cosa
succede se si considera il tratteggio infinito 77 = (2,3,...)7 Innanzitutto, I'unico

spazio di T" ¢ 1: qualsiasi altro numero non ¢ uno spazio, perché ¢ un coefficiente

2Piu formalmente, {C; | i > 2} & una partizione dell’insieme dei numeri primi.
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del tratteggio. E i numeri primi? Essi corrispondono questa volta col valore delle
classi di cardinalita 1. Non lo dimostriamo, pur essendo semplice, ma proponiamo

la rappresentazione tabellare di T”:

Considerando le prime n — 1 righe della tabella, si ottiene il tratteggio finito
(2,...,mn). Anche in quest’ultimo i numeri primi coincidono coi valori delle classi di

un solo elemento, ma questo accade solo tra 2 ed n. Ad esempio, per n = 7:

01123456789 |10]11 12|13 |14 |15 |16 |17

Abbiamo che, tra 2 ed n = 7, i numeri primi sono i valori delle classi di cardinalita

1, mentre da n + 1 = 8 ad (almeno) (n 4 1)> — 1 = 63, essi sono spazi (stando alla
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proposizione 4.10). Al crescere di n, pero, il numero di numeri primi minori o
uguali ad n aumenta linearmente, mentre il numero di numeri primi compresi tra
n+1ed (n+1)* — 1 aumenta quadraticamente: percid conviene considerare gli
spazi piuttosto che le classi di cardinalita 1 (oltre al fatto che il problema di trovare

I'i-esima classe di cardinalita 1 in un tratteggio non & ancora stato studiato).

Il fatto che in un tratteggio lineare finito del tipo (2,...,n) si debba partire da
n+ 1 per trovare numeri primi puo risultare fastidioso: per conoscere i numeri primi
minori di n+ 1 bisogna necessariamente considerare un tratteggio di ordine inferiore
(a meno di considerare le classi di cardinalita 1, come abbiamo detto). La questione
si puo risolvere considerando una classe di tratteggi molto simile a quella lineare, a

cul non diamo un nome:

. 0 se k=0
TeT" |V(i,kyeT: T((nk)) =
n; (k+1) altrimenti

con coefficienti n; fissati e dipendenti solo da 7 e da T

Rappresentiamo il tratteggio di questa classe con n; pari rispettivamente, per

1=1,...,6,a2,3,4,5,06,7:

Ora tutti gli spazi a partire da 2 (non pitt dan+1 = 7+1 =8) a (7+ 1)*~1 = 63
sono numeri primi: la connessione tra spazi e numeri primi si € semplificata. Inoltre,
questa proprieta e conservata dal tratteggio infinito, della stessa classe di tratteggi,
con coefficienti {n € N | n > 2}, in quanto tutti (e soli) gli spazi maggiori di 2 sono

numeri primi:
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Abbiamo trovato un modo molto semplice di caratterizzare i numeri primi nei
termini della teoria dei tratteggi. Purtroppo la funzione valore della classe di tratteg-
gi che stiamo considerando non e facile da trattare. Per questo motivo si e preferito
studiare i numeri primi attraverso i tratteggi lineari, nonostante la connessione tra

questi e gli spazi sia un po’ piu complicata.
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Capitolo 5
Upcast di t lineare

In questo breve capitolo trattiamo il problema dell'upcast di t lineare. Esso co-
stituisce la base per la risoluzione dei problemi di downcast della stessa funzione.
Trattiamo il problema dapprima, in due contesti particolari; poi tratteremo il caso

piu generale possibile.

5.1 Upcast dit lineare dal primo al secondo ordi-

ne

Teorema 5.1. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ognii,j € {1,2}, i # j:
T[] —T nin — (i < j)
Up (t) =< nn+ | ———=
nj

Dimostrazione.

1. UpTt=T(t) = {An.n - {%MJ } [da 2., perché t lineare & upcast-sicural
J

g

2. An.n + LL(KJ)J e UpTlI=T (t) [da 3. e 4., per definizione di upcast]
3. Sia ty (z) = try (n) = (i,n)

A nt V"——MJ =z [da (b), (¢) e (d)]

nj

(a) Sia, per y € {1,2}:

A {teTlyl | [t] <nin} sey<i

={teTyl [t <nin—(<y)}
{teTy|||t| <nn} altrimenti

(b) [Ai] = [da (a)]
{t € T'[{] | [t| < nin}| = [per il corollario 4.2]

Y

137
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3] =
(c) [4;] = |da (a)]

{t € T[j] | |t| < nin— (i < j)}| =[per il corollario 4.2]
nin—(i<yj)

(d) |A;| + 4] =z [da i, ii. e iii.]
i.StaB={teT|t<(in)}
ii. |B| =« [dai. e 3., per definizione di tr]

ili. |B| = [per definizione di ordinamento per colonne]
{teT|t|] <nnV(|t| =nmnAind (t) <i)}| = [per definizione di
unione|

HteT||t| <nn}u{teT||t|=nmnAind(t) <i}| = [per la pro-
prieta 3.10]

teT|1] ]| |lt| =nnt sel <1
{teT[1]]|t|] <nn}uU { SER } +
1] altrimenti
teT 2] ||t =nn}t se2<q
+{teT2]]|t| <nn}uU { 2111 } =
0 altrimenti

{teT[]]||t| <nn}u{teT[1]]||t|=nn} sel<i

+
{teT[1]|[t] <nin}uUd altrimenti
{teT2|t|<nniuf{teT2]|t|=nn} se2<i
{teT[2]]|t| <nn}Ud altrimenti

{teT[1]]|t| <nn} sel<i N {teT[2]]|t| <nn} se2<i

{teT[1]]|t| <nmn} altrimenti {teT[2]||t| <nn} altrimenti
[per (a)]
|Ay| + |Ay| = [perché i,j € {1,2}, i # j]
| Al + [ 4]
]

5.2 Upcast dit lineare dal primo al d-esimo ordine

La dimostrazione del teorema 5.1, riguardante I'upcast dal primo ordine al secondo,
contiene gran parte del ragionamento che verra sfruttato per dimostrare teoremi piti
generali. Il primo passo di generalizzazione consiste nel lasciare arbitrario 'ordine

del sovratratteggio, considerando cioe I'upcast dal primo al d-esimo ordine.
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Nel trattare il generico ordine d-esimo, occorrerebbero d simboli per indicare i di-
versi generici indici del tratteggio (gli i e j di prima, con {7, 7} = {1,2}). Per ovviare
a questa difficolta notazionale, astraendo un po’ la materia, possiamo introdurre una
permutazione o € Sy, in modo che i generici indici da 1 a d sono o (1),...,0(d). Il
fatto che o ¢ una permutazione di Sy garantisce che {o (1),...,0(d)} ={1,...,d}:
o(1),...,0(d) sono tutti diversi tra loro e ricoprono, complessivamente, I'insieme
dei possibili indici. Se o ¢ generica, anche o (1), ..., 0 (d) sono indici generici diversi

tra loro, quindi la i di UpZli=7

puo diventare uno qualsiasi tra o (1),...,0(d), ad
esempio, per semplicita, o (1).

Prima di proseguire, occorre fare un’altra precisazione di natura notazionale.
Si scrivera T' = (ny,...,ng) € L per indicare un generico tratteggio lineare di d-
esimo ordine. Si sottointende, in questo caso, che d € N*. Se d = 1, la notazione

(nq,...,nq) va intesa come (n1), non come (nq,nq), che non ha senso.

Teorema 5.2. Sia T = (ni,...,nq) € L. Per ogni o € Sy:

UpTlr =T (1) = {)\n.n 4 zd: Va(l)n o) <o (i))J }

Dimostrazione.

d ,
1. UplleWl=7 (t) = {)\n.n—l— > Lng(l)n_(a(l)q(z))J} [da 2., perché t lineare &
i=2

Mo (i)

upcast-sicural

41y yn—(o(1)<o(i) Tl T .. .
2. An.n+ > L L J e Up leWI=T (1) [da 3. e 4., per definizione di

i=2 "o

upcast]

3. Sia tr (:B) = tro(1) (n) = <(T (1) ,n)

4 n+ iZ | 2o By [da (b), (©), ()., (d) ed (e)

Mo (i)

teT tl < ngyn sey <ol
(a) Sia, pery € {1,...,d}, A, = { Y] | 1] <m0y } Y ():
{t €Tyl |t < ng(1)n} altrimenti

{teTy||t| <nomn—(c(1)<y)}

(b) [Asr)| = [da ()]
[{t € T'[o (V)] | [t| < noayn}| = [per il corollario 4.2]

ng(l)n
No(1)
n

(c) Per2 <i<d:
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‘{tET[a(i)]

i ‘Ag(i)‘ = [da (a)]
| [t] < neayn — (o (1) < o (i) }| =[per il corollario 4.2]
Lng(l)nf(o(1)<a(i))J

M (i)

d
(d) |[Aoy| + 3 |Ao| =  [da i, ii. e iii]
1=2

i.SiaB={teT|t<{(o(1),n)}
ii. |B| =« [dai. e 3., per definizione di t]
iii. |B| = [per definizione di ordinamento per colonne]
{t e T| |t| < neaynV (|t| = ne@yn Aind (t) < o (1)) }| = [per defi-

nizione di unione]

[{t € T | [t < noyn} U{t € T | [t| = noayn Aind (t) < o (1)}| = [per

la, proprieta 3.10]

yi:; {teTy |t <nomn}u{teTy|lt|=nqnAy<oc(l)}| =

>

=1 {teT Wy ||t] <nean}ud altrimenti

<

= [per (a)]

M=

]
]

{t e Tl [t < noyn} sey<o(l)
]

<
Il
—_

{teT[yl||t| <neayn} altrimenti

|A,| = [perché {o (1) ,...,0(d)} = {1,...,d}]

NgES

1

<
Il

M=~
ES
S
NS

<
Il
—_

5.3 Teorema fondamentale dell’upcast di t lineare

Nel paragrafo precedente abbiamo generalizzato sull’ordine del sovratratteggio: per
completare la generalizzazione, occorre farlo sul sottotratteggio, ossia il tratteggio
T [o (1)] in Up? M= eliminando il vincolo che sia di primo ordine. La generalizza-
zione che si ottiene presuppone che si possa calcolare la funzione t nel sottotratteggio,
argomento trattato in dettaglio nel capitolo 6.

Il seguente teorema e chiamato, per la sua generalita, teorema fondamentale
dell’upcast di t lineare. La formula che esprime la funzione di upcast e analoga
a quella del teorema 5.2: ny;n € generalizzato come t_valorezs (n), dove 1" ¢ il
sottotratteggio, e o (1) e generalizzato come ind (t7+ (n)). Dalla dimostrazione risulta

piu chiaro, tuttavia, che il termine n iniziale rappresenta il numero di trattini gia

{teTy |t <neyn}U{teTy]|t|=n,ayn} sey<o(l)
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presenti nel sottotratteggio, che ovviamente non vengono tolti quando si considera
il sovratratteggio.

Teorema 5.3. Sia T = (ny,...,nq) € L Per ogni o € Sy e per ogni h € N*,
h <d, ponendo T' =T [o(1),...,0(h)]:

d . .
Up" " (t) = {)xn.n + .Z F—V?ﬂorew (n) — (ind (t (n)) <o (z))J }

N (4)

Dimostrazione.

y d . )
1L Up" =T (t) = {)\n.n + > LtValoreT/(n)_(md(tw(n))q(Z))J} [da 2., perché t li-

Mo (4)

neare ¢ upcast-sicura]

d . . ,
2. Ann+ 3 \\t,valoreT/(n)—rflr:i(tT/(n))<o(1))J c UpT —T (t) [da 3. e 4., per defini-
i=h+1 o
zione di upcast]

3. Sia ty () =ty (n) e k =1ind (t7v (n)) (k€ {o(1),...,0(h)})

d ) )
4 Z Lt,valoreT/(n)_(lnd(tT/(n))<U(Z))J — [da (b)fi., (c), (c)fi., (d) ed (e)]

i=h+1 "o

(a) Sia, pery € {o(h+1),...,0(d)}:
{teTy|| |t| < t_valorer (n)} sey <k

{t e T[y|| |t| < t_valorers (n)} altrimenti
={teT[y]| |t| < tvalorer (n) — (k <y)}

(b) SlaA={teT" |t <ty (n)}

Y

i. |A] =n [da (b), per definizione di t]
(c) Perh+1<i<d:

1. ‘Ag(i)‘ = [da (a)]
{t € T'[o(i)] | |t| < tovalorer (n) — (k < o (i))}| =|[per il corollario

4.2]
Lt,valoreT/(n)—(k<a(i))J — [da 3]
Mg (4) ’
Lt,valoreT/ (n)—(ind(tps (n)) <o (i) J
Mo (4)

d
(d) A+ X |Aow| =2 [da i, ii. eiii]
i=h+1

i.SiaB={teT|t<tp(n)}
ii. |B| =z [dai. e 3., per definizione di tr]
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d
iii. |B|=|A|+ '_%1|Ag(i)| [da B.]

A SiaT"=Tlo(h+1),...,0(d)]
B. |B| = [da (b), ricordando che 7" =T [0 (1),...,0 (h)]]
Al + [{t €T” |t <ty (n)}| = [per definizione di ordinamento
per colonne e per 3.]
|A|+|{t € T" | |t| < t_valores (n) V (|t| = t_valorer (n) Aind (t) < k)}| =

[per definizione di unione]

Al + {t €T"| |t| < t_valorers (n)}U ‘ _da A
U{t e T" | |t| = t_valorer (n) Aind (t) < k}
per la proprieta 3.10]
Al+ i {t € T'[y] | |t| < t_valorer (n)}U _
y=nht1| U{t € T [y] | |t| = t_valorer (n) Ay < k}
{t e T[y] | |t| < tovalorer (n)}U
sey <k

A+ > U{t € T'[y] | |t| = t_valorer (n)} =
y=h+1

{t e Ty]||t| <t_valorer (n)} U@ altrimenti

d teT t| < t_valorey (n sey <k
Al 3 { [yl |t < 7 (n)} sey< _ [per
y=ht+1| | {t € T'[y] | |t| < t_valorer (n)} altrimenti

(a)]
A+ > |Ay| =[perché{o(h+1),...,0(d)} ={h+1,...,d}]

y=h+1
Al+ 3 [Aow)]
y=h+1
[
Sinoti che, essendo o una generica permutazione, il sottotratteggio T [o (1), ..., 0 (h)]

puo anche non avere le righe, per cosi dire, “tutte attaccate”. In altri termini, puo
esistere un indice compreso tra min{o (1),...,0(h)} e max{o(1),...,0(h)} che
non appartiene a {o (1),...,0 (h)}. Ad esempio, si puo avere T = (ny, ng, N3, ny),
h=2eT[o(1),...,0(h)] = T[1,3] = (n1,ns), ottenendo Up?leW--oI=T (t) —
Up(mama) = (nanznsna) (t). Nel caso le righe del sottotratteggio siano “tutte attac-
cate”, ad esempio (ny,ny) o (ng,ng), si puo semplificare 'enunciato, eliminando
interesse, percio non lo trattiamo; puo costituire, invece, un utile esercizio per il

lettore.



Capitolo 6

Downcast e down-conservativita di

t lineare

La matematica é un’arte.

Sappiamo che la funzione t lineare & upcast-sicura, ma non downcast-sicura (e nem-
meno down-conservativa), percio € pitt complesso risolvere il problema del downcast
rispetto a quello dell'upcast. Questo capitolo esplora in dettaglio le problematiche
connesse al downcast e alla down-conservativita di t lineare ed e attualmente il piu

ricco di risultati.

6.1 Downcast e down-conservativita per il calcolo
di t lineare in tratteggi di ordine superiore al
primo

Prima di entrare nel dettaglio, vediamo, in un’ottica piu generale, per cosa vogliamo
usare queste funzioni. Questo discorso in realta si € iniziato nel capitolo 1, in cui
abbiamo visto alcuni problemi pratici risolvibili grazie a queste funzioni. Questa
pero e solo una parte della questione; ’altra parte e di carattere piu teorico. Puo
risultare strano, infatti, che affrontiamo lo studio del downcast di t lineare senza
sapere come calcolarlo (a parte in £!, dove il problema ¢ banale). Pud risultare
ancora piu strano che non ci sia in questo libro un capitolo dedicato al calcolo di t
lineare, nonostante 'importanza pratica del problema (si veda il paragrafo 1.6, prima
domanda). Ci si aspetterebbe un capitolo in cui si trova una formula per il calcolo
di t lineare in £¢, d € N*, dimostrata senza fare appello al concetto di downcast,

prima di questo capitolo, che discute altre formule, per il downcast di t da £? a

143
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L' h < d. Le cose, perd, non stanno cosi. Mi & parso incredibilmente complesso
calcolare t lineare in tratteggi di ordine superiore al primo, senza fare appello ai
concetti di downcast e down-conservativitd. E invece molto facile, sebbene forse
controintuitivo, trattare prima in dettaglio i problemi del downcast e della down-
conservativita, e poi, sfruttando questi concetti, calcolare t in £¢, d € N*. Vediamo
come.

Sia T € L% d € N* e consideriamo il problema del calcolo di tr (z), z € N*.
L’idea fondamentale ¢ osservare che tr (z) deve appartenere ad uno solo dei d sot-
totratteggi di primo ordine. Sia per esempio tr (z) = (i, k). Allora tr (z) € T [i]
e tr(z) ¢ Tj], per ogni j € {1,...,d}, j # i. Possiamo sapere, quindi, a quale
sottotratteggio di primo ordine appartiene tr (z), calcolando la funzione di down-
conservativita DownCons” =7V (t) () per i diversi j € {1,...,d}: si otterra 1 solo
per j =i e 0 negli altri casi. Una volta stabilito che tr (z) € T'[i], si puo calcolare
tr () attraverso il downcast. Infatti ty (x) = (i, k) = toy (k), quindi & = f (x), con
f € Down” =Tl (t) (0 f € Spec Down” 71 (t)).

Il raggionamento appena concluso mostra che ¢ possibile calcolare t in qualsiasi
tratteggio lineare finito, se si sanno calcolare le funzioni di down-conservativita e
di downcast. In realta questo non ¢ I'unico modo per calcolare t lineare che verra
presentato, ma solo il pitl generalizzato, solido teoricamente ed economico a livello
di calcolo. Vedremo infatti un altro metodo nel capitolo 7 (corollario 7.2): esso,
in sostanza, calcola una f € Spec Down’ ~7V! (t) per ogni j € {1,...,d}, ma non
calcola DownCons” =71 (t) (cosa che, se vogliamo, & il contrario del metodo visto
prima, che calcolava DownCons? 71! (t) per ogni j). Infine, & degna di nota, in
questo contesto, 'esistenza di un metodo per approssimare t_valore lineare, senza
usare né Down? =7l (t), né DownCons” =7V (t), che tratteremo nei paragrafi 6.5 e
6.8.

6.2 La funzione modulo a tre argomenti

Definiamo una funzione che sara utile per tutto il capitolo: la funzione modulo a tre

argomenti.

Definizione 6.1. Si definisce la funzione mod : N x N* x {V F} — N tale che per
ognia € N, b€ N*, v e {V,F}:

amodb sewv
mod (a,b,v) =
amod™b altrimenti
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Si verifica facilmente, alla luce della proprieta 2.15, che:
Proprieta 6.1. Per ogni a,c € N, b,d € N*, v € {V,F}:
e mod (a,b,v) = —w + (a — —v) modb
e (a—-—w) modb= (¢c—-v) modd < mod (a,b,v) = mod (¢,d, v)
Un’applicazione immediata della funzione e la seguente proposizione:

Proposizione 6.1. Sia T = (ny,...,ng) € L%, d € N*. Siano inoltre j € [1,d] ed
xr € N*.

max ¢

t_val -
valorer () teT[j]|t<tr(z)

= mod (t_valorer (z) , n;, (ind (tr (z)) > 7))

Dimostrazione.
1. Siano tr (z) = (i,n) (con i € [1,d], n € N) e t_valorer (z) = v

max t

9. t_val _
valorer () teTjllt<tr(x)

= [da 1., per la proposizione 4.2]

v— ’<j, LMJ >’ = [perché il tratteggio ¢ lineare]

v—(i<j)

v=(v=(<j)=(v=(i <)) modn;) =

(t<j)+ (v—(i <j)) modn; = [per la proprieta 6.1]
mod (v, n;, (i > j)) = [da 1]

mod (t_valorer (z),n;, (ind (tr (x)) > j))

U—nj

O

Ovviamente la proposizione 6.1 vale anche per tratteggi infiniti: ¢ stata enunciata

nel caso di tratteggi finiti solo per comodita notazionale.

6.3 Down-conservativita di t lineare di secondo

ordine

La chiave per studiare la down-conservativita — ed, in seguito, anche il downcast — di
t lineare da T' = (n1,n2) a T [n1] o T [ns), € osservare quali sono i resti dei valori dei
trattini modulo ny, modulo ns e modulo n; 4+ ns. La seguente proposizione presenta

I’osservazione principale:
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Proposizione 6.2. Sia T = (ny,ny) € L2 Per ogni i,j € {1,2}, i # j e per ogni
xr e N*:

tr (2) = (ni,n) = (nge — (i < §)) mod (n; +n;) = (nyn — (i < j)) modn,
Dimostrazione.
1. Sia ty () = (n;,n)

2. n+ LL(K])J =z [da 1., per il teorema 5.1]

3. (nix — (i < j)) mod (n; +n;) = [da 2]
(ni (n + LWJ) — (i< j)> mod (n; + n;) = [per definizione, calcoli al-
gebrici] J
(ni ("jnJrnmf(Kj)*("m*(iq))mOdnj) — (i< j)) mod (n; +n;) =

nj

(nmjnﬂl?n*ni(i<j)*:ji((nm*(i<j))mOd”j) — (i< ])) mod (n; + n;) =

[aggiunta e sottrazione di n; (i < j) +n; ((nin — (i < j)) modn;)]
ninjn—&—nfn—ni(i<j)—ni((nin—(i<j))mOd nj)+
" — (i <j) | mod (n; +nj) =
—n;(i<j)—n;((nin—(i<j)) mod n;)+n; (i<j)+n;((nin—(i<j)) modn;) J ¢ J

nj

(nitny) (nin—(i<j)—(nin—(i<j)) mod n;)+n; (i<j)+n;((rin—(i<j)) modn;) (
j
( (nz +n]) mn—(i<j)—(nin—(i<j))modn]-+

o M ) .>m0d(nz’+ny‘)=
+ (i <j)+ (nn—(i<j)) modn; — (i < j)

(ni +ny) {L(K])J + (nyn — (i < j)) mod nj> mod (n; +n;) = [per defini-

i < j)) mod (n; +n;) =

nj

VS

zione di modulo e perché (n,n — (i < j)) modn; < n; + n;l

(nyn — (i < j)) modn;
[

Verifichiamo il lemma su un semplice esempio, come il tratteggio T} = (3,4),
considerando cioe n; = 3 e ny = 4. Lo rappresentiamo come tabella, scrivendo pero,
al posto dei trattini, il loro numero progressivo nell’ordinamento per colonne (ossia
la x di t7, (z)), in tabella 6.1.

(0]1]2[3[4]5]6[7[8]9]10[11[12]
- 1 3 5
- 2 4 7

Tabella 6.1: Rappresentazione del tratteggio (3,4) con l'indicazione del numero
progressivo dei trattini nell’ordinamento per colonne
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(0[1]2]3]4]5]6]|7[8]9]10][11]12]
- 4 5 6
- 1 2 0

Tabella 6.2:  Rappresentazione del tratteggio (3,4) con lindicazione di
4rmod (3 4+ 4) = 4x mod 7 nella posizione dell’z-esimo trattino

Vediamo cosa succede quando i =2 e j = 1 (quindi (i < 7) = 0). Ripetiamo la
tabella 6.1 scrivendo (n;x — (i < j)) mod (n; + n;) =n;zmod (n; + n;) =4xmod7
al posto della semplice x, ottenendo la tabella 6.2.

Osserviamo che i numeri sulla seconda riga coincidono con i resti del valore del
corrispondente trattino, modulo n; = 3. Ad esempio, il trattino (2, 1) = (n;, n), pari
atp (z) pern =1lex = 2, e tale che (n;n — (i < j)) modn; =n;nmodn; =4nmod3 =
1, che coincide col numero che leggiamo nella tabella nella cella corrispondente al
trattino, ossia con (n;x — (i < j)) mod (n; + n;).

Dalla tabella precedente si vede che vale anche I'implicazione inversa rispetto
a quella della proposizione 6.2, cioe solo quando (n;z — (i < j)) mod (n; +n;) =
(nin — (i < j)) modn; si ha che ty () = (n;,n). Infatti, se vale la prima uguaglian-
za, allora (n;x — (i < j)) mod (n; +n;) deve essere minore di n; (perché ¢ espri-
mibile come modulo rispetto a n;), cioe puo essere 0, 1 o 2 nell’esempio; piu in

dettaglio:

0 perz=7
(i — (2 < j)) mod (n; +n;) =4rmod7 =111 perz =2
2 perx=4
D’altra parte:
(2,3) perx=T
tr (v) = ¢ (2
(2,

I quali sono tutti trattini di 7" [¢], cioe sono tutti nella forma (n;,n) per qualche

,1) perxz =2
2) perx=4

n. Il seguente lemma e la successiva proposizione dimostrano formalmente questa

proprieta.

Lemma 6.1. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ognii,j € {1,2}, i # j e per ogni x € N*:
(niz — (i < j)) mod (n; +n;) <nj < (njxz— (j <i)) mod (n; +nj) >n;

Dimostrazione.
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L. (nixz — (i < 7)) mod (n; +n;) < n; < [aggiunta di (n;z — (j < 7)) mod (n; + n;)
ad ambo i membri]
(niz — (1 < j)) mod (n; +n;) + (njz — (j <i)) mod (n; +n;) <
<n; + (njz — (j <)) mod (n; +n;) < [dai]
ni+n;—1<n;+(n;xz— (j <i)) mod (n; + n;) < [sottrazione di n; da ambo
i membri]]
n; —1 < (n;z — (j <)) mod (n; +n;) <
(njz — (5 <)) mod (n; +n;) >ny

(a) (nyx— (i < j)) mod (n; +nj)+(n;z — (j <)) mod (n; +n;) = n;+n;—
1 [da ii. e iii]
i. (nixz — (1 < j)) mod (n; +n;)+ (n;z — (j <)) mod (n; + n;) € [per
la, proposizione 2.4]
(nix — (i < j) +njz — (j < i)) mod (n; + n;), } ~
(niz — (1 < j) +njz— (5 <i)) mod (n; +n;) +n; +n;
Al
{ni+n; —1,2(n; +n;) — 1}
A. (njxz — (i < j)) mod (n; +n;) + (njz — (j <1i)) mod (n; +n;) >
[per la proposizione 2.4]
(niz — (i < j) +njz — (j <)) mod (n; + n;) = [perché, essendo
i # 7, una e una sola delle due condizioni ¢ veral
(n;z +njz — 1) mod (n; +n;) =
((ni +n;) (x — 1) +n; +n; — 1) mod (n; + n;) = [calcolo del mo-
dulo]
n;+n; —1
ii. (nyz — (i <j)) mod (n; +nj)+(n;z — (j < i)) mod (n; + n;) < [per-
ché entrambi gli addendi sono minori o uguali a n; +n; — 1]
(ni+n; —1)+ (n;+n; —1) =
2(n; +nj)—2

]

Proposizione 6.3. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ognii,j € {1,2}, i # j e per ogni
x € N*:

tr (x) € T'[i] <= (n;x — (i < j)) mod (n; + n;) = (t_valorer () — (i < j)) modn;

Dimostrazione.
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L.ty (z) € T[i] <= (nyz — (i < j)) mod (n; + n;) = (t_valorer (z) — (i < j)) modn;
[da 2.]

2. tr (z) ¢ T'[i] = [perché i,j € {1,2}, i # j]
tr (z) € T'[j] = [per la proposizione 6.2]
(njz — (j <1i)) mod (n; +n;) = (n;n — (j <1i)) modn; =

(njz — (7 <)) mod (n; +n;) < mn; = [per il lemma 6.1]

(niz — (i < j))

= ((niz — (i < j)) mod (n; + n;) = (t_valorer (z) — (i < j)) modn;)

mod (TLZ + le) > n; =

O
Riassumendo le proposizioni 6.2 e 6.3, possiamo dire che:
tr (z) = (n;,n) © (e — (1 < j)) mod (n; +n;) = (nyn — (1 < j)) modn,
0, equivalentemente:
tr(x) e T[] & (6.1)

(nz — (i < j)) mod (n; + n;) = (t_valorer (z) — (i < j)) modn;

Dunque la condizione (n;z — (i < j)) mod (n; + n;) = (t_valorer (z) — (i < j)) modn;
caratterizza l'appartenenza dell’z-esimo trattino a T [i]. Questa condizione non &
immediatamente verificabile, perché dipende dalla conoscenza di t_valorer (z), ma

questo problema e facilmente superabile riscrivendo la 6.1 come:
tr (z) € T'[i| © (no — (1 < j)) mod (n; +n;) < n;
L’equivalenza tra le due forme ¢ la base della dimostrazione del seguente teorema:

Teorema 6.1. Sia T = (ny,no) € L2. Per ogni i,j € {1,2}, i # j e per ogni
x € N*:

DownCons” 7l (t) () = ((njz— (i <j)) mod (n; +n;) < n,)

= ((nyz — (5 <9)) mod (n; +n;) > ny)

In particolare, se tr(x) € T[], n; | tovalorer (z) < nzmod (n; +n;) =
n; (Z < j)

Dimostrazione.
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1. DownCons” =Tl (t) (z) =
(tr (z) € T'[i]) = [per le proposizioni 6.2 e 6.3]

S
S
I
.
N
ot

( ) mod (n; +n;) <n;) = [per il lemma 6.1]
(njx — (j <)) mod (n; +n;) > n;)

(a) (nyx — (i <j)) mod (n; +n;) = (t_valorer (z) — (i < j)) modn; =
(niz — (i < 7)) mod (n; +n;) < n,
(b) (nixz — (i < j)) mod (n; +n;) < n; = [per la proposizione 6.3]

tr (x) € T [i] = [per la proposizione 6.2]
(nyx — (i < j)) mod (n; +n;) = (t_valorer () — (i < j)) modn;

Un importante corollario della proposizione 6.2 ¢ il seguente:

Corollario 6.1. Sia T' = (ny,ny) € L2 Per ogni i,j € {1,2}, i # j e per ogni
r € N*, se tr (z) € T[i], allora la differenza tra il valore di tr (x) ed il valore del

precedente trattino di T' di componente n; ¢ mod (n;x,n; +nj, (i > j)).
Dimostrazione.

1. Sia d la differenza tra il valore di t7 (x) ed il valore del precedente trattino di

T di componente n;
2. Sia ty () = (n;,n), n € N [perché tr (z) € T [i]]

3.d=
mod (t_valorer (x),n;, (i > j)) = [da 2., per la proposizione 6.1]
mod (n;n,n;, (i > j)) = [da (a), per la proprieta 6.1]
mod (n;z, n; +nj, (i > j))

(a) (niz — (2 < j)) mod (n; +n;) = (nin — (i < j)) modn; [da (b) e i # j]
(b) (nixz — (i < j)) mod (n; +n;) = (nyn — (i < j)) modn; [daty (z) € T[i],

per la proposizione 6.2]

]

Alla luce del corollario 6.1, possiamo guardare la tabella 6.2 da un’altra prospet-
tiva. Infatti il valore indicato nella tabella nella cella contente t(3 4y (7) ¢ 4rmod 7 =

nex mod (ny + ng) = mod (nex,ny 4+ ne,2 > 1) (essendo (3,4) = (ny1,n2)); quindi,
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(0[1]2]3]4]5]6]|7[8]9]10][11]12]
- 3 2 1
- 6 5 7

Tabella 6.3:  Rappresentazione del tratteggio (3,4) con lindicazione di
3xmod* (3 + 4) = 3z mod* 7 nella posizione dell’z-esimo trattino

applicando il corollario 6.1 con ¢ = 2 e j = 1, si ha che, se t(34) (z) € (3,4) [2] = (4),
allora la differenza tra il valore di t(34) (z) ed il valore del precedente trattino di
(3,4) di componente n; ¢ proprio il valore riportato nella tabella nella cella con-
tenente t(s4) (). Ad esempio, per x = 4, t34) () = (2,2) e la cella corrispon-
dente contiene il numero 4rmod7 = 16mod7 = 2, che e appunto la differenza
tra [t (z)] = [(2,2)] = 8 e [(1,2)| = 6, essendo (1,2) il pit grande trattino di
(3,4)[1] = (3) minore di (2,2). Notiamo anche che, per x = 7, t(34) () = (2,3) e
4xrmod 7 = 0: ¢io indica che esiste un trattino di (3) che precede (2,3) ma avente lo
stesso valore: infatti {(1,4),(2,3)} ¢ una classe di (3,4), di valore 12, e (1,4) < (2, 3)
(perché i due trattini hanno lo stesso valore, ma 1 < 2).

Possiamo analizzare, infine, la tabella 6.3, nella quale il valore indicato nella ta-
bella nella cella contente t(3 4y () € 3z mod™ 7 = nyz mod”™ (n1 + n2) = mod (nyz,n1 + ng, 1 > 2):
esso ¢ quindi, in base al corollario 6.1, la differenza tra il valore di t(3 4) () ed il valore
del precedente trattino di (3,4) di componente ns. E particolarmente interessante
verificare questo per x = 6, per cui si ottiene 3z mod*7 = 18 mod*7 = 4, che ¢
la differenza tra t(s4) (6) = (1,4) ed il precedente trattino di (3,4) [2], che ¢ (2,2);
infatti, pur esistendo il trattino (2, 3) dello stesso valore di (1,4) ma di componente
2, esso e maggiore di (1,4).

Un’altra cosa che si puo notare e che nella tabella 6.2 i numeri sulla seconda
riga costituiscono l'insieme {0, 1,2} = {zmod3 | z € N}, mentre nella tabella 6.3
i numeri sulla prima riga costituiscono l'insieme {1,2,3,4} = {rmod*4 | z € N}.
Questa e una diretta conseguenza del teorema 6.1, la cui prima parte puo essere

scritta infatti nel seguente modo alternativo:

Corollario 6.2. Sia T = (ny,ns) € L2 Per ognii,j € {1,2}, i # j e per ogni
x € N*:

DownCons” 71 (t) (z) = (mod (nsz, n; + nj, (i > 5)) € {mod (z,n;, (i > j)) | x € N})
Dimostrazione.

1. Sei>j
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(a) DownCons? 7 (t) (z) = [per il teorema 6.1]
((niz — (i < j)) mod (n; + n;) <ny) = [da 1]

(n (ni +n;) <ny) =

(n;zmod (n; +ny;) € {0,...,n; —1}) =

(n;zmod (n; +n;) € {rmodn; |z € N}) = [da 1]

(n (ni + 1)

n;x mod

;czmod (n; +n;) € {mod (x,n;, (i > j)) | z € N})

(a) DownCons” 71 (t) (z) = [per il teorema 6.1]
((niz — (i < j)) mod (n; +n;) <n;) = [da 2.]
((njz — 1) mod (n; +n;) < n;) =
(n;gmod” (n; +n;) —1€{0,...,n; —1}) =
(nigmod” (n; +ny;) € {1,...,n;}) =
(n;zmod (n; +n;) € {x mod* n; | x € N}) = [da 2]
(n;zmod (n; + ny;) € {mod (z,n;, (i > j)) | v € N})

O

Questa formulazione del teorema 6.1 sembra inutilmente artificiosa, tuttavia in
essa e riconoscibile un caso degenere della forma piu generale dello stesso teorema

che presenteremo nel caso dei tratteggi lineari di terzo ordine, la proposizione 6.7.

6.4 Downcast di t lineare di secondo ordine

In questo paragrafo otteniamo una formula che esprime il downcast di t lineare
di secondo ordine, e lo facciamo in due modi diversi. Cominciamo col modo piu
semplice, basato sull’intuizione che la formula per il downcast si puo ottenere da

quella per I'upcast che abbiamo gia trovato:

Teorema 6.2. Sia T = (nq,n2) € L2. Per ognii,j € {1,2}, i # j:
Az. [M—‘ € Spec Down =71 (t)
n; + n;

Dimostrazione.

1. Az [%&T”W e Spec Down” =7l (t) [da 2. e 4., per definizione]
2. Sia x € N* e tr () = (n;,n)

3.x=n+ LW—]K])J [da 2., per il teorema 5.1]
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ni+n;

4. n= [w-‘ [da 3. e 5]

5. x=n+ V’"—(K])J < [per la proprieta 2.19]
7
_ me)n (i<d)

nj

< [per la proprieta 2.23]
n;jx < (n;+n;)n—(i <j)<nj(r+1) < [sommadi (i < j) atutti i membri
nir+ (1 <j)<(mi+nj)n<n;(z+1)+(i<j) <
njx+ (i < j) < (n;+nj)n
(ni+mnj)n <n;(x+1)+ (i <j)
njz+ (1 <j) <(n;+nj)n
(n; +nj)n—n; <n;xz+ (i <j)

& [sottrazione di n]
= [perché (n; +n;) (n —1) < (n; + n;) n—

n;x + (1 <j) (n; +nj)n
nl—l—nj —1) <njz+ (i <j)
n; +n;) (n — 1) <n;x+ (i <j) < (n; +nj)n < [per la proprieta 2.23]

njx+ z<]
n= ’7 n;+n;

!
!

]

La dimostrazione alternativa richiede il seguente lemma (strettamente legato alla

proposizione 6.2:
Lemma 6.2. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ognii,j € {1,2}, i # j e per ogni x € N*:

nn — (i < j)J _ {nix— (i <j)J

n; n; +n;

tr () = (ni,n) = L ]

Dimostrazione.

1. {MJ — V“”_—(KJ)J [da 2., per definizione]

nj TL,L'+'I’L]'

9 nin—(i<j)—(n;n—(i<j)) mod n; _ n;z—(i<j)—(n;z—(i<j)) mod (n;+n;)

[da 3., per il teorema

nj ni+n;
5.1]
niln nin—(i<j) —(i<j)—(n;x—(i1<j)) mod (n;+n;
| ) oty (e | 242550 | ) i) (nio i) mod (n ) da 4
: nj N1 N
per la proposizione 6.2]
n:n nin—(i<j) —(i<j)—(n;n—(i<j)) modn;
4 min=(i<j)=(nin—(i<j)) modn; _ Z( +{ " J) <n (<pymodn, [da 5., divi-

5 N4 —‘r?’lj

dendo per (n; +n;)n,]

5. (n; +n;) (nin — (i < j) — (nin — (i < j)) modn;) = n;n; (n + L%@J) -
n; (i < j) —n;j ((nin — (i < j)) modn;) [da 6., calcoli algebrici]
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6. n?n—n; (i < j)—n; ((nin — (i < 7)) modn;)+nn;n—n; (i < j)—n; ((nn — (i < j)) modn;) =

nmin-+nmn; | HRmC<D | i< j)—mn;((nn— (i < 7)) modn;) [da 7., calcoli
j j Py j j j

algebrici]

7. nin—n; (i < j)—ni ((nin— (i < j)) modn;) =n;n; V"L;—KJJ [da 8., molti-

J
plicazione per n;]

8. nn—(1<j)—(nin—(i<j)) modn; =n; L%EKJ)J [da 9., per definizione]

n-(i<i)—(nin—(i<p)) modn; 14, 1),

nj

9. nin — (i < j) — (nin — (i < j)) modn; = n;™

calcoli algebrici]
10. nin—(i < j)—(n;n — (1 < j)) modn; = nn—(i < j)—(nn — (i < j)) modn;
[l

Ora dimostriamo nuovamente il teorema 6.2, con 'ausilio del lemma precedente:

Dimostrazione.
1. A\z. {%(;Q)J € Spec Down” Tl (t) [da 2. e 3., per definizione di Spec Down? =71 (t)]
it

2. Sia z € N* e tr () = (n;,n)

3. n=[da 1., per il teorema 5.1]

V —(<) J a 2., per la proposizione 6.2]
xr — Vz Jr(:f] )J [per la proprieta 2.20]
i1
’7 (ni+n;)—(njz— l<j))—‘ _
ni+n;

nJer 1<j)
ni+n;
[

njm+(z<])

ey -‘ ricorrera spesso in seguito, conviene darle un
g J

Poiché la funzione \x. {

nome:

Definizione 6.2. Sia T = (ny,n) € L? e siano i,j € {1,2}, i # j. Si definisce la

sequente funzione da N in N:

dif (x) = Az [L(ﬂ)w

ni—i—nj
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6.4.1 Esempio di calcolo dell’z-esimo trattino

Riprendiamo 'esempio del tratteggio T3 = (n1,n2) = (3,4) (si veda al esempio
la tabella 6.1, in cui & riportato il numero progressivo dei trattini) e vediamo un
semplice esempio dell’utilizzo dei teoremi 6.1 e 6.2 per calcolare tr, (z). Prendiamo
ad esempio z = 4. Per prima cosa dobbiamo sapere se tr, (4) appartiene a 77 [1] o a
T [2]; allora cominciamo a domandarci: t7, (4) € T3 [1]? Applicando il teorema 6.1
con ¢ = 1, si ha che:

tn,(4) eTh 1] &

(n1-4—(1<2)) mod (n; +ng) <ng &

ny-4mod (ny 4+ ng) < ny &

3-4mod7 < 4 &

5<4 &

F

Quindi t1, (4) ¢ T3 [1]. Allora sicuramente tr, (4) € T [2] (o, in altri termini,
DownCons” =71 (t) (4) = 1), perché Ty & di secondo ordine (volendo, possiamo
riapplicare il teorema 6.1 con ¢ = 2 ed avremmo questa volta un risultato vero).
Applicando il teorema 6.2 per i = 2 abbiamo che Az. [ o -‘ € Spec Down’1— 712 (t);

ni+nz

ma abbiamo appena dimostrato che DownCons”' =712/ (t) (4) = 1, quindi, per la pro-
prieta 1.5, [ 24L] € Down{ =" (1), ciod (definizione 132) tr, (4) = trypy ([ ;224 ]).

ni+ng ni+n2

Svolgendo, si ha tr, (4) =ty q md -D =ty ([2]) = trz (2) = (2,2), come &

ni+nz

possibile verificare nella tabella 6.1.

6.4.2 Interpretazione

Il lemma 6.2 merita maggiore attenzione, ad un livello piu intuitivo. Ricordando
la proposizione 4.2, possiamo dire che L%(KJ)J ¢ il numero di trattini positivi di
J
indice j minori di (i, n) nel tratteggio 7" (sono sottintese le notazioni T' = (ny,ng) €
L% 4,5 € {1,2}, 1 # j), e L’“;:I_T(anj)J ¢ il numero di trattini positivi di indice
. ) , ) ni,n; +n;) sej=2
j minori o uguali a (i,z) nel tratteggio S = (s, s + ) . Dunque
(ni +mnj,m;) sej=1
possiamo interpretare il lemma dicendo:
Osservazione 6.1. Siano T = (ny,ny) € L%, 0,5 € {1,2}, i #j e x € N*,
Se tp (x) € Ti], il numero di trattini positivi di indice j minori di tr (x) nel
tratteggio T & pari al numero di trattini positivi di indice j minori di (i,x) nel
(nj,n; +n;) sej=2

tratteggio S = )
(n; +nj,n;) sej=1
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Figura 6.1: Interpretazione del lemma 6.2

Possiamo definire allora una corrispondenza biunivoca f tra Tratty e Trattgy,
definita da:

f(tr (2)) = (i, 2)

Essa, per l'osservazione 6.1, ¢ tale che, se t = t (x) € T [i], allora il numero
di trattini di componente 7 minori di ¢ in 7' coincide col numero di trattini di
componente j minori di f (¢) in S.

Per chiarire questo concetto, si osservi la figura 6.1, dove e esemplificato il caso
di (n1,mn2) = (3,5). Consideriamo un qualsiasi trattino di (3,5) di indice i = 1, ad
esempio (1,4). Si puo osservare che esistono due trattini di indice j = 2 minori di
(1,4) ((2,1) e (2,2)) nel tratteggio (3,5), ed altrettanti minori di f ((1,4)) = (1,6)
nel tratteggio S = (3,3 +5) = (3,8) ((2,1) e (2,2)). Per come abbiamo definito f e
per 'osservazione 6.1, cio accade qualsiasi trattino di 7' [1] scegliessimo inizialmente,
al posto di (1,4).
Questa proprieta ¢ molto importante, se si considera il seguente aspetto. f mappa
trattini di un tratteggio di secondo ordine in trattini di un sottotratteggio di primo
ordine di un tratteggio di secondo ordine, ossia mappa trattini di 7" in trattini di
S [i] = (n;): ecco perché questa funzione ¢ utile nel downcast di t lineare dal secondo
ordine al primo.

Possiamo fare, inoltre, una seconda osservazione:

Osservazione 6.2. Siano T = (ny,ny) € L%, 0,5 € {1,2}, i #j e x € N*,
Sety (x) = (4,n), f(tr(x)) e il pit grande trattino di indice i minore di tsy) (n)
n;,N; +n;) sej=2
nel tratteggio S = ( i) J )
(ni +nj,m;) sej=1
Per fare un esempio, riferiamoci come prima alla figura 6.1 e consideriamo il
trattino t(z5) (5) = (2,2) = (j,n). Secondo l'osservazione 6.2, f (t35) (5)) & il pit
grande trattino di indice ¢ = 1 minore di tgpy (2) nel tratteggio S = (3,8). Infatti
f (b (5) = (1,5) e tgp (2) = (2,2) e, come si pud vedere, il primo precede

immediatamente ’altro nell’ordinamento per colonne indotto da .S sui suoi trattini.
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6.4.3 'Tratteggi superiori: un mezzo per risolvere il proble-

ma del downcast di t

Le osservazioni 6.1 e 6.2 sono state ottenute a partire dal lemma 6.2. E importante
sottolineare che si puo, viceversa, dimostrare il lemma 6.2, e quindi il teorema 6.2,
a condizione che si trovi un tratteggio 1" che soddisfa la seguente definizione di

tratteggio superiore, generalizzazione delle due osservazioni citate:

Definizione 6.3. Siano T un tratteggio di ordined > 1,j € [1,d] eT'=T[1,...,7—1,7+1,...d].

Un tratteggio S € T? ¢ detto tratteggio superiore di T rispetto a j se, posto
S'=S1,...,5—1,j+1,...d], per ogni x € N* valgono le sequenti proprieta:

o Setp(x) €T, {te€T[j]](,0) <t <tr(x)}f=Hte Sl {0) <t <ty (z)}

1
o Per ognin € N*, tg () ¢ il pit grande trattino di S" minore di tgp;) (n) nel
tratteggio S se e solo se tr (z) = (j,n)

Dato un tratteggio T € T¢, se si conosce un suo tratteggio superiore S rispetto
a j, € possibile risolvere il problema del downcast da T aT'[1,...,7 — 1,57+ 1,...d],

grazie alla seguente proposizione.

Proposizione 6.4. Siano T wun tratteggio di ordine d > 1, j € [1,d] e T"

TNH,...,j—1,74+1,...d]. Siano S un tratteggio superiore di T rispetto a j ed
S'=S[,....5—1,j+1,...d]. Allora

M. (z— |{t € S[j]] (4,0) <t <tg (x)}]) € Spec Down? =" (t)

dove il segno di < si riferisce all’ordinamento dei tratting di S.

Dimostrazione.
Lz (z—|{teS[j]| {4,0) <t <ty (x)}]) € Spec Down? 7" (t) [da 2. e 3.]
2. Sia ty (z) =ty (n), n € N*

3. n = [per definizione di t]
{EET | (,0) <t < tor ()} = [da 2]
HteT' | (j,0) <t <tr(x)} = [dallipotesi T" =T[1,...,57— 1,5+ 1,...d]]
{teT[(,0) <t<tr()} -t T[]0 <t<tr(x)} =
r—|{teT[j]] (5,0) <t<tr(x)} = [perché, da 2., ty(x) € T', quindi

1 segno di minore nell’insieme di sinistra & l’ordinamento dei trattini di T'; quello nell’insieme
di destra ¢ ordinamento dei trattini di 5.
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tr () & T[]
x—{teTlj]| (5,0) <t <ty (x)} = [perché S ¢ tratteggio superiore di 7]
z—{te S]] (,0) <t <ts(x)}]

O

Si noti che la proposizione 6.4 sfrutta solo la prima delle due proprieta del

tratteggio superiore. Sfruttando anche la seconda, si ottiene il seguente risultato:

Proposizione 6.5. Siano T un tratteggio di ordine d > 1, j € [1,d] e T' =

TNH,...,j—1,74+1,...d]. Siano S un tratteggio superiore di T rispetto a j ed
S'=S[,....5—1,j+1,...d]. Allora

e (z—|{te S]] (J,0) <t <tg (x+1)}]) € Spec Down? =7 (t)

e |{t e Sj] | (4,0) < t < tg (x4 1)} € Spec Down” =7l (1)

dove il segno di < si riferisce all’ordinamento dei trattini di S.

Dimostrazione.

1 Xz (x— |{t € S[j]| (j,0) <t <ts (z+1)}|) € Spec Down? =" (t) [da (a), (b)
e (c)]

(a) Sia ty(x) € T'

(b) Az. (z —|[{t € S[j]] (j,0) <t < ts (x)}]) € Spec Down” =" (t) [per la pro-
posizione 6.4]
() {teSPl 0,0 <t<te(z+1)}=
{te i 0,0 <t <tg (x)}+{t € S[j] [ ts (v) <t <ts (r+1)} = [per
l'ipotesi S’ = S[1,...,7—1,7+1,...4d]
{te S| {0 <t<tg(x)}+{teS[j]|ts () <t<tsg(z+1)}=]da
i e il
{te Sl G,0) <t <ts(x)}
i SlaA={teS[j]|ts (z) <t<te(r+1)}
ii. A=10[da (a),iii. eiii.—C. per assurdo: infatti tr (x) € T" = tr (z) ¢
T[]
iii. Se A # ()
A. Siat=(j,h) € A, h e N*
B. tg (z) ¢ il piu grande trattino di S” minore di ¢ in S [da A. e i
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C. ty (x) = [perché S ¢ tratteggio superiore di T
t € [da A\
T 5]

2. Xz [{t € S[j] | (4,0) <t < tg (x + 1)}] € Spec Down” =TI (t) [da (a) e (b)]

(a) Sia tr (x) = (j,n)
(b) n=[{te S]] (J,0) <t <ty (z+1)} [da (c)]
(c) tgp) (n) e il pitt grande trattino di S'[j] minore di tg (x4 1) [da (d) ed
()]
(d) tsp (n) <tg (z+1) [dai]
i. tgr(x +1) ¢ il pin piccolo trattino di S maggiore di tgp; (n) nel
tratteggio S [da ii.]
ii. tg (x) e il pitt grande trattino di S’ minore di tgp; (n) nel tratteggio
S [da (a), perché S & tratteggio superiore di T
(e) tgy) (n+1) > tg (x4 1) [da (f), (f)-i. e (a), per assurdo]
(f) Setsy(n+1) <tg (x+1)
i. tg (x) ¢ il pitt grande trattino di S” minore di tgp; (n 4 1) nel trat-
teggio S [da (f) e (d)-ii.]
ii. t7(x) = (j,n+ 1) [da i., perché S & tratteggio superiore di 7]

]

Per quanto riguarda £2, dalle osservazioni 6.1 e 6.2 si ottiene che, dato un

tratteggio T' = (nq,n2), un suo tratteggio superiore rispetto a j e il tratteggio:

o (ni,n; +n;) sej=2 62)
(n; +nj,n;) sej=1

Inoltre, si puo anche dimostrare che esso ¢ anche l'unico tratteggio superiore
primitivo del tratteggio T" (tuttavia si & scelto di non dimostrarlo in questa edizione,
cosi come non sono state formalmente dimostrate le osservazioni 6.1 e 6.2). Si noti
che questo tratteggio S e esattamente il tratteggio usato “inconsapevolmente” nella
soluzione che abbiamo dato al problema del downcast, che puo essere riassunta nei
teoremi 6.1 e 6.2. Si potrebbe, tuttavia, risolvere il problema del downcast anche
senza che cio corrisponda a conoscere un tratteggio superiore, come osserveremo a

proposito di £3 (si veda il paragrafo 6.7.3).
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6.5 Stima di t_valore lineare di secondo ordine

Sembra superfluo dedicare un paragrafo alla funzione t_valore lineare in un capitolo
che tratta in dettaglio la funzione t: infatti, t_valorer (x) & per definizione T (t7 (x)),
per x positivi: e facile immaginare che le proprieta di t_valore discendano da quelle
di t. Tuttavia, potrebbe essere utile avere solo una stima di t_valorer (z), anziché
il valore esatto: come vedremo di seguito, questa stima puo essere calcolata anche

senza passare per tr (x), ed in modo pit semplice.

Teorema 6.3. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ogni v € N*,

t_valorer (z) = LMJ se MCM (nq,ng) | t_valorer (x) A tr () € (ng)

ni+ng

ni1+na2 ni+n2

Lmnzch < t_valorer (x) < LMJ altriments

Dimostrazione.

1. SeMCM (ny,ns) | t_valorer () Aty (x) € (ng)

(a) t_valorer (z) = [da (b)]
s | =

— d
el = [da (o)

n2
ni1xT

n2 n1+n2 -

mn; = [da (d)]
ningz—ninex mod (n1+ng) —

n1+n2
L ni1N2T
ni+ng
(b) tr (x) = <n2, {nﬁfm-‘ > [da 1. (in particolare tr (x) € (n2)), per il teorema
6.2]

(¢) nizmod (ny + ny) =
((n1 + ng) x — nax) mod (ny + ny) = [per la proprieta 2.14]
ny + ng — ngx mod”™ (ny + ng) = [da (e)]
ny +ng — (ng +ng) =
0

(d) nynoxzmod (ny + ng) = [per la proprieta 2.6]
ny (ngx mod (ny + ng)) mod (ny + ny) = [da (e)]
Omod (ny + ng) =
0

(e) mexmod (ny + ny) = [da 1. (in particolare t () € (ng)) per la proposi-

zione 6.2]
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t_valorer () modn; = [da 1., in particolare da MCM (ny, ny) | t_valorer (z)]
0

2. Altrimenti:

(a) LMJ < tvalorer (z) < LMJ [da (b), per la proprieta 2.26]

ni+ng ni+ng

(b) &+ 1= |Cumalosloes@) | [gy (o), (d) ed (o)

nin2

(c) Sia t_valorer (z) € (n;), i € {1,2}

(d) t_valorer (z) = n; [w—‘, i # j [da (c), per il teorema 6.2]

ni+n;

r nja+(i<j)
(m-i—m)m[ FyE—y —‘ o )
(e) z+1= o . [da (f), per qualsiasi scelta di i, j € {1, 2},
i # J]
_(m-i-nj)ni[%(:fj)_
(f) v+ 1= o i [da (g), calcoli algebrici]
i (nitn;) [n]:ftr(f]) W ]
(g) v+ 1= — [da (h), per definizione]
J
-(ni-i-nj) < njz+(i<j)_(njz:;j-i?) mod” (ni+"j) 1)
(h) z+1= y [da (i), calcoli algebri-
ci
(1) r4+1 = ’7nj13+(i<j)f(njx+(i<j733mod* (nz‘+nj)+ni+nj—‘ [da (J), per la proprieta
2.19]
() z+1=2+ [(Kj)*(njH(Kj))ZOd* (nﬁnjH"H"j—‘ [da (k), calcoli algebrici]

k) 1= Piq)_("f’“(iq))mom ("i+"j)+ni+nj—‘ [da (1), per la proprieta 2.23]

1) 0 < (i<yj)— (njz+ (i <j)) mod* (n; +mnj) +n; +n; < n; [da (m) ed
(n)
(m) 0 < (i<yj) — (nyjz+ (i <j)) mod* (n; +n;) + n; + n; [da i, per le

proprieta delle disuguaglianze]

—

i. (njz+ (i <j)) mod* (n; +n;) < (i < j)+n; +n; [daii., ii.-A., iii.,
fii-A]

ii. Sei<j
A. (njz+1) mod* (n; +n;) <14 n; +n,

iii. Se j <
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A. njzmod* (n; +n;) < n;+n; [da B., perché n;z mod* (n; + n;) <
ni + nj

B. njzmod* (n; + n;) # n; +n; [da C., per definizione]

. njzmod (n; +n;) # 0 [da D. ed E.]

D. njzmod (n; +n;) =0 = n;zmod (n; +n;) =0

Q

[infatti, sostituendo nella proprieta 2.4 n;z al posto di a, n;x al
posto di k e (n; + n;) al posto di n, si ottiene che, se n;z mod (n; + n;)+
n;jrmod (n; + n;) < n; +n;, allora (n;z + n,;x) mod (n; +n;) =
n;zmod (n; + n;) +n;zmod (n; + n;). La condizione richiesta ¢
verificata, perché per ipotesi njz mod (n; +n;) = 0 e 'altro ad-
dendo ¢ minore di n; +n;. Dunque (n;z + n;x) mod (n; +n;) =
n;zmod (n; + n;) + n;zmod (n; + n;), dove il membro di sini-
stra ed il secondo addendo di destra sono nulli, implicando che
n;zmod (n; +n;) = 0.]

E. n;zmod (n; +n;) # 0 [da F., per il teorema 6.1 (in particolare

I'ultima parte: “se tr (z) € T [i], n; | t-valorer () < n;zmod (n; + n;) =

n; (i < j)”)]

nj 1 t_valorer (z) [da G., perché n; | MCM (nq,ny)]

MCM (ny,n2) 1 t_valorer (x) [da H. e (0)]

tr (z) € (ng) [da (c) e 1]

i = 2 [da iii., essendo 7, j € {1,2}]

— O Q2

(n) (1 <j)— (njz+ (i <j)) mod™ (n; +n;) +n; +n; <n;
i (i <j)— (njz+ (i <j)) mod® (n; +n;)+n; <0
ii. (njz+ (1 <j)) mod® (n; +n;) > (i <j)+mn
(0) =ty (x) € (n1) = MCM (ny, ny) 1 t_valorer (z) [da i.]
i. MCM (nq,ns) | t_valorer (z) = t7 (z) € (ny) [da ii.]
ii. MCM (ny,n2) 1 tovalorer (z) V ty (z) € (ny) [2. scritto in formule,

ottenuto negando la 1.]

]

A titolo di esempio, applichiamo il teorema appena dimostrato al tratteggio

(3,11). In figura 6.2 vediamo la tabella che rappresenta il tratteggio, dove per

ogni x > 0 sono stati marcati i passaggi tra la colonna {%J = L%J (il cui
numero ¢ evidenziato in grassetto) e la colonna L%J Le colonne della tabella

sono cosl ripartite in gruppi o di due o di tre colonne, nell’z-esimo dei quali vi e
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(0]1]2[3]4[5]6][7[8]9]10]11]12]13]14[15]16 |

171819 ]20[21[22]23[24[25 26|27 [28[29[30]31]32]33]

Figura 6.2: Stime di t_valore nel tratteggio (3,11)

I’z-esimo trattino. L’unica eccezione, contemplata dal teorema, ¢ I'ultimo gruppo
di colonne, 31, 32 e 33, che contiene due trattini. Infatti per t(311) (14), essendo
MCM (n1,n2) | t_valores 1y (14) A tz11y (14) € (11), per il teorema 6.3 si ha che
t_valoregs 11y (14) = |[244] = 33, mentre per t(311)(13) si ha che 30 = |2L2]| <
t_valoregs 11y (14) < [244] = 33.

L’ampiezza dell’z-esimo gruppo di colonne (quello che contiene t(311) (x)) € L

ning(x+1) _
ni+na

L%J : troveremo quest’espressione nel capitolo 9. La posizione di t(311) (x) all’in-

terno del suo gruppo di colonne, ottenibile con p (x) = t_valores 11) (z) — {%J,
sembra non seguire un andamento regolare: le posizioni p (x) da z = 1 in poi sono
0,1,1,1,0,0,1,2,0,0,1,1,2. Si potrebbe studiare p () calcolando t_valore(s 11y ()
a partire da t(311) (z) e quindi sfruttando i teoremi 6.1 e 6.2: probabilmente si arri-
verebbe ad una espressione semplice. In alternatica, ¢ possibile studiare p (x) di per
se, dimenticandosi dei teoremi gia noti sui tratteggi: in questo modo si puo calcolare
t_valore(s 11y (x) direttamente come L%J + p(x), ossia come stima piu correzio-

ne. Cio e stato svolto effettivamente, pervenendo ad una espressione estremamente

complessa, che vedremo nell’appendice 8.2.

6.6 Down-conservativita di t lineare di terzo or-
dine

In questo paragrafo generalizziamo al terzo ordine i risultato visti nel paragra-
fo 6.3 per il secondo ordine. La seguente proposizione e la generalizzazione della

proposizione 6.2.

Proposizione 6.6. Sia T = (ni,n9,n3) € L3. Per ogni 4, j,k tali che {i,j,k} =
{1,2,3} e per ogni x € N*, ponendo y = t_valorer (x):
(nj + ng) nyzmod (n;n; + ning + njng) =

tr (v) € (n;) = n; (mod (y, ng, k <)) + ng (mod (y,nj,j < i))
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Dimostrazione.
1. Sia tr (z) = (ns,n)
2. Sia m = nyn; + nyny + njng

3. (nj + ng)n;emodm = [da 2. e 1., per il teorema 5.2]
(n; + ni) n; < + { (KJ)J - Vi”_(Kk)J) mod m =
nj

Nk

(r; + na) 1 QL(K])J v Lnn—_(Kk)J) + (ny + ny) nm) mod m =

n; ng

[aggiunta e sottrazione di n; (mod (n;n, ng, k <)) + nyg (mod (n;n, nj, j < 1))
n;n—(1<j n;n—(1<k
(my + i) m (|20 | o | s |
+n; (mod (n;n, ng, k < i)) + ny (mod (n;n, n;, j <)) modm =
+ (nj + ng) nin — ny (mod (nyn, n;, j < 1)) —n; (mod (nn, ng, k < i))
] ) n;n—(i<yj) n;n—(i<k)
(nj +ng)n; Q Py J + { o J) +

+n; (mod (n;n, ng, k <)) + ng (mod (n;n,n;, j < 1)) modm =

+n;nin — ny (mod (n;n, n;, j < i)) +nyn;n — n; (mod (nn, ny, k <))
[moltiplicazione e divisione per n;ny]

+n; (mod (nn, ng, k < i)) + ny (mod (n;n, n;, j <)) modm =

) ningn—ng(mod(n;n,n;,j<i))+n;n;n—mn;(mod(n;n,ng,k<i))
+n] Nk g

+n; (mod (n;n, ng, k <)) + ng (mod (n;n,n;,j <i))+ | modm =
) n;n—mod(n;n,n;,j<i) n;n—mod(n;n,nk,k<i)
+n]nk nj + ngk

(n; + ng) ny (Vin;(,Kj)J + {”";T’f)b X

J

+n; (mod (nn, ng, k <)) + ng (mod (n;n,nj, j <))+ modm =
+njnk (n in—(1<j)—(nin—(i<j)) mod n; + nin—(i<k)—(n;n (i<k))m0dnk>

nj s

(nj + ne) ni qnm;ng)J + V”;ECKMD +
+n; (mod (n;n, ng, k < 1)) + ng (mod (n;n,n;, j < 1))+ | modm =
g Qnm;yq)J 1 an;g@)J)
(nin; + ngny, + njny,) (L%EKJ)J + L—"m;iKk)J) +

modm =
+n; (mod (n;n, ng, k <)) + nyg (mod (n;n,n;, j < 1))
[da 2., per definizione di modulo e perché n; (mod (n;n, ng, k < i))+n; (mod (n;n,n;,j <1i)) <

m]

nj (mod (nn, ng, k <)) + ny (mod (n;n,n;, j < 1i))



6.6. DOWN-CONSERVATIVITA DI T LINEARE DI TERZO ORDINE 165

Si puo dimostrare che una forma equivalente dell’enunciato, che non fa uso della

funzione modulo a tre argomenti, ¢ la seguente:

((nj +ng)nix —ny (§ < i) —n; (k <1)) mod (nn; + ning + njng) =

tr (z) € (ng) = n; ((y — (k < i) modng) +ng ((y — (j < i)) modn,)

Questa forma e piu simile a quella della proposizione 6.2, ma come genera-
lizzazione preferiamo quella con la funzione modulo a tre argomenti, perché piu
sintetica.

Ora ci chiediamo: vale I'inverso della proposizione 6.67 La domanda e lecita,
in quanto la proposizione 6.6 ¢ la generalizzazione della proposizione 6.2, 'inverso
della quale vale in £2. Purtroppo le cose non sono cosi semplici, in quanto nel terzo

ordine bisogna trattare alcuni casi particolari.
Proposizione 6.7. Sia T = (ny,ny,n3) € L£3. Siano i,j,k tali che {i,j,k} =
{1,2,3}. Sia x € N* tale che, posto y = t_valorer (z), valga la sequente uguaglianza:

(nj + ng) ngemod (nin; + ning + njng) = n; (mod (y, ng, k < ))+ng (mod (y, n;, j < i))

St ha che:

e Sei=1,ns |y, nong = (ng +n3) (n1 —ymodn,), allora tr (z) € (ny,n3).
In particolare, se i due membri dell’uguaglianza valgono 2nang, allora tr () €

(n3); altrimenti, t7 (x) € (ny).

e Sei =3, ny |y, ming = (n1+ng) (ymod*ng), allora tr (z) € (n1,n3). In
particolare, se i due membri dell’uguaglianza valgono 0, allora tr (x) € (n1);

altrimenti, tr (z) € (n3).
o In tutti gli altri casi, tr (x) € (n;).

Dimostrazione.
L’enunciato segue da 2., 6., 6.—(a), 6.—(b), 6.—(c), 7., 7.—(a), 7.—(b), 7.—(c), 8.,
8.—(a).

1. Sia m = nyng + ninz + nans

2. Sia (n; + ng) n;z mod m = n; (mod (y, ng, k < 1)) +ny (mod (y, nj, j < i)) [per

ipotesi]

(nj 4+ ng) (n; — mod (y,n;, i < comp (t))) +
3. A=m| | +4n; (mod (y,ng, k < comp (t))) + ny, (mod (y, n;, j < comp (t))) +
—n; (mod (y, ng, k < 1)) — ny (mod (y,nj, j < 1))
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4. B =n; (mod (y, ng, k < 1)) + ng (mod (y,n;, j < i)) < ning + ning + nang
5. (n; + ng) n;e modm = nj (mod (y, ng, k < 1))+ni (mod (y,n,,j <i)) <& AAB

6. Sei =1, ny |y, nong = (n2 +ns) (n1 —ymodn,)

(a) comp (t) # 2
i. Se comp (t) =2
A. L’ipotesi 2. ¢ falsa [da 45 e B.]
B. A=[da3. eC]

nans + nj (mod (y, ng, k < comp (t))) + ng (mod (y, n;, j < comp (1) + )

m
| —n; (mod (y, ng, k < 1)) — ny (mod (y,nj, j < 1)

m |

[da i.]
nong + n; (mod (y, ng, k < 2)) + ng (mod (y,n;, j < 2))+
—n; (mod (y, ng, k < 1)) — ny (mod (y,nj, j < 1)
[da 6.]
m| ( nang + n; (mod (y, ng, k < 2)) + ng (mod (y,n;, j < 2))+ )
—n; (mod (y, ng, k < 1)) — ng (mod (y,n;,j < 1))
[per simmetria rispetto a n; e ny]
nang + ne (mod (y, ng, 3 < 2)) + n3 (mod (y, ne, 2 < 2)) +
m —ngy (mod (y,n3,3 < 1)) — ng (mod (y,ng,2 < 1))
[perché (3<2)=3B3<1)e(2<2)=(2<1)]

m | ngng = [perché 0 < nong < mj

( ) (n; — mod (y, n;, i < comp (t))) = [da i.]

( ) (n; — mod (y,n;, i < 2)) = [da 5.]

(nj +ng) (v —mod (y,ny,1 < 2)) =

( ) (n1 —ymodn;) = [per simmetria rispetto a n; e ny]
( ) (

ny —ymodn;) = [da 5.]

(b) n; (mod (y, ng, k < i)) + nyg (mod (y,n;,j < 1)) < 2ngngz = comp (t) = 1
[dai., 1.-A. eii]
i. Se comp (t) =1

A. nj (mod (y,ng, k < 7)) + ny (mod (y,nj,j <i)) < 2ngng [da B. e
C.]

B. n; (mod (y, ng, k < i)) + ng (mod (y,n;,j <i)) < m[da 2., 4. e
5.]

C. nang = (na +n3)ny [da b. e D]
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D. ymodn; =0 [da i.]

ii. Non ci sono valori di comp (¢) diversi da 1 per cui vale i.-A. [da (a),

(c¢)-. e (¢)-1.-A]

(c) nj (mod (y,nk, k < 1)) + ng (mod (y,n;,j < i)) = 2ngnz = comp (t) = 3
[dai., i.—A. e ii.]
i. Se comp () =3
A. nj (mod (y,ng, k < 7)) + ng (mod (y,n;,j < 1)) = [per simmetria

rispetto a n; e ny|
ns (mod (y,ng, 3 < 1)) + ng (mod (y,n2,2 < i)) = [da 6.
ns (mod (y, ng, 3 < 1))+ns3 (mod (y, ng, 2 < 1)) = [per definizione,
essendo false le condizioni]
ns (y mod* n3) + ns (y mod* ny) = [da 6.]
ny (ymod* ng) + ngng = [da i.]
NoN3 + NaNg =
2n9ons

ii. Non ci sono valori di comp () diversi da 3 per cui vale i.—A. [da (a),

(b)-i. e (b)-i.-A.]
7. Sei=3,ny |y, ning = (ng + ny) (y mod* n3)

(a) comp (t) # 2
i. Se comp () =2
A. L’ipotesi 1. ¢ falsa [da 5. ¢ B ]
B. A=[da3. eC]

(n1 + ng) ng — nyng+
m | | +n; (mod (y,ny, k < comp (t))) + nyg (mod (y,n;,j < comp (¢)))+ | =
—n; (mod (y, ng, k < 1)) — ny, (mod (y,nj, j < 1))

[da i.]

m| (n1 + ng) ng — ning + n; (mod (y, ng, k < 2)) + ny, (mod (y,nj, j < 2))
—n; (mod (y, ng, k < i) — ny (mod (y, ny, j < i))

[da 7.]

m | < (n1 + ng) ng — ning + n; (mod (y, ng, k < 2)) + ny, (mod (y,nj, j < 2)) )
—n; (mod (y, ng, k < 3)) — ng (mod (y,n;, j < 3))

[per simmetria rispetto a n; e ny]

m| ( (n1 + ng) ng — ning + ny (mod (y, ng, 2 < 2)) + ne (mod (y, nq, 1 < 2)) )
—ny (mod (y,n2,2 < 3)) — ng (mod (y,ny, 1 < 3))

[perché (1 < 2) = (1 < 3)]
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m | ((n1 + n2) ng — ning + ny (mod (y, ng, 2 < 2)) — ny (mod (y, ne, 2 < 3))) =
[per definizione, essendo 2 < 2 falso e 2 < 3 vero]

m | ((n1 + n2) ng — ning + ny (ymod* ny) — nq (ymodny)) = [da

7.]

m | ((ny + ne) ng — nying + ning —ny - 0) =

m | (ny + ng) ng = [perché 0 < (ny + ng) ng < m)|

F
C. (nj +ng) (n; —mod (y,n;, i < comp (t))) = [da i,
(nj + ng) (n; — mod (y,n;,1 < 2)) = [da 6.]
(nj + ng) (ng —mod (y,n3,3 < 2)) =
(nj + ny) (ns —ymod® ng) = [per simmetria rispetto a n; e ny|
(n1 + n9) (n3 — ymod* nz) =
(n1 4+ n2)ng — (n1 + n2) (ymod* ngz) = [da 7.]
(n1 + n2) ng — ning

(b) n; (mod (y,nk, k < 1)) +ny (mod (y,n;,j <)) > 0= comp (t) =3 [dai,
A eii]

i. n; (mod (y,ng, k < 1))+ ng (mod (y,n;,j < i)) > 0= [per simmetria
rispetto a n; e ny|
ny1 (mod (y,n9,2 < 1)) + ng (mod (y,n1,1 <)) > 0= [da 7]
ny1 (mod (y,ng, 2 < 3)) + ng (mod (y,ny,1 < 3)) > 0 = [per definizio-
ne, essendo vere le condizioni]
ny (ymodng) + ne (ymodny) > 0= [da 7.]
ne (ymodn;) >0 = [da B.]
ymodn; >0 = [perché y = |t|]
comp (t) # 1 = [da A.]
comp (t) =3

(¢) n; (mod (y,ng, k < 1)) +ny (mod (y,n;,j <)) =0=comp (t) =1 [dai.,
i—A. eii]

i. Se comp (t) =1

A. n; (mod (y, ng, k <)) + ny (mod (y,n;,j < 1i)) = [per simmetria
rispetto a n; e ny|
ny (mod (y, ng, 2 < i)) 4+ ng (mod (y,ny,1 <)) = [da 7.]
ny (mod (y, ng, 2 < 3))+ns (mod (y,ny, 1 < 3)) = [per definizione,
essendo vere le condizioni]

n1 (ymodng) + ne (ymodn,) = [da 7.]
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ne (ymodn;) = [da i.]
0

ii. Non ci sono valori di comp (¢) diversi da 1 per cui vale i.-A. [da (a),
(b)-i. e (b)-i.-A.]

8. Se non valgono 6. e 7.

(a) compy (t) =i [da (b) e (c)]
(b) compy (t) puo essere i [basta fare un esempio. Lasciamo al lettore questa

parte.]
(¢) compy (t) non puo essere diverso da i [da (d)-i.—A. e (d)-ii.—A/]
(@) Se compy (t) = j, j £
i. Se j <
A. A& [daB. e (e)]

(nj 4+ ng) (mod (y,n;, @ < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
ni, (mod (y,n;,j <)) =0« [da C/]
(n; + ) (y mod* n,) by (mod (g, mi, k < i) — mod (g, my. k < j)) =
0
(n; +ng) (ymod* n;) = n; (mod (y, ng, k < j) — mod (y, ng, k < i) =
(nj + ny) (ymod* n;) < ny; (mod (y, ng, k < j) — mod (y, ng, k < 1i)) <
[da iii.]
(nj + ng) (ymod* n;) < 0 < [perché ymod* n; > 0

F
B. (n; + ny) (mod (y,n;,i < j))+n; (mod (y, ny, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
ny (mod (y,nj,j <)) <m [da C.eD|
C. (nj +ng) (mod (y,ni, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
(y (d)]
(nj + ng) (mod (y,n;, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ny, k < j)) =
[da i
(nj + ng) (y mod* n;)+n; (mod (y, ng, k < i) —mod (y,ng, k < j)) =
[da iii.]
(
(

(nj + ng) n; < [perché n;nyg > 0]

.

ny (mod (y,nj,j <)) = [da i.

@)

n; + ng) (y mod* n;)
nj + ng) (ymod* n;) <

nin; + ning, + njng = [da 1., per simmetria del polinomio]

m
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ii. Se < j:
A. As [daB. e (e)
(n; 4+ nk) (mod (y, ni, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
ny (mod (y,nj,j <1i)) = m < [da 1., per simmetria del polino-

mio|

(n; 4+ ng) (mod (y, n;, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
ny (mod (y, nj, j < 1)) = nin; + ning + n;ng, < [da C.|

(nj + ng) (ymodn;) + ngn; = nyn;j + niny + njng <

(nj + ng) (ymodn;) = nn; + ning <

(nj +ng) (ymodn;) = (n; + ny) n; < [calcoli algebrici, nj+ny >

0]

ymodn; =n; &

F

B. (n; +ng) (mod (y,ni, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
ny (mod (y,nj,j <i)) >0 [da C. e D]

C. (n; +ng) (mod (y,ni,i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, nk, k < j))+
ny (mod (y,nj,j <14)) = [daii. e (d)]
(n; + ng) (mod (y, ny, ¢ < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
ngn; = [da ii.|
(nj + ng) (ymod n;)+n; (mod (y, ng, k < i) —mod (y, ng, k < j))+
nin; = [da iii.]
(nj + ng) (ymod n;) + ngn;

D. (n; +ng) (ymodn;) + nyn; <
(nj + ng) n; + ngn; =
n;n; + nyng + n;ing

iii. mod (y, ng, k < 7) — mod (y,ng, k < i) =0 [da A. e B/]

A. mod (y,ng, k < j) — mod (y, ng, k < i) >0 &
mod (y, ng, k < j) > mod (y,ng, k < i) < [omettiamo la deriva-
zione, abbastanza facile]
mod (y, ny, k < j) = ymod* ny Amod (y, ng, k < i) = ymod n;, <
[per definizione; omettiamo la derivazione]
ne |y A j<k<i<s [essendo j <k <i]
ne |y A i =3< [da 8., in particolare perché non vale la 7.]
F

B. mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j) >0 <
mod (y, ng, k < i) > mod (y,n, k < j) &
mod (y, ny, k < i) = ymod* nyAmod (y, ng, k < j) = ymod ny <
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()

nlyNi<k<je

ne |y A i =1<« [da 8., in particolare perché non vale la 6.]

F
A= [da 3]
(n; + ng) (n; — mod (y,n;, 4 < comp (t))) +
m | | +n; (mod (y,nk, k < comp (t))) + ny (mod (y,n;,j < comp (¢)))+ | <
—n; (mod (y, ng, k < 1)) — ng (mod (y,nj, j < 1))
(d)]

(nj 4+ ng) (n; — mod (y,n;, i < j)) +

m | | +n; (mod (y,ng, k < 7)) + ng (mod (y,n;,j < j))+ | < [perché

—n; (mod (y, ng, k < 1)) — ng (mod (y,n;, j < 1))
J < j e falso]
m | (nj + ng) (n; —mod (y, ni, @ < j))+n; (mod (y, ng, k < j))+ni (ymod*n;)—
n;j (mod (y, ng, k < 1)) — ng (mod (y,nj, j < 1))
[da (d)]
m | (n; +nyg) (n; —mod (y,n;, 1 < 7)) + nj (mod (y, ng, k < j)) + ngn; —
n; (mod (y, ng, k < i)) — ny, (mod (y,n;,j < 1)) <
[sottrazione di (n;n; + n;ng, + njng) = (n1ne + ning + naong) dal secondo
membro]
m | (n; + ng) (—mod (y,n;, @ < j))+n; (mod (y, ng, k < j))—n; (mod (y, ng, k < i))—
ny (mod (y, nj, j < i))
[cambio di segno al secondo membro]
m | (n; +ng) (mod (y, n;, i < j))—n; (mod (y, ng, k < j))+n; (mod (y, ng, k < 1))+
e (mod (1, < 1)

m | (nj + ng) (mod (y, ns, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < j))+
ny (mod (y,nj,j < 1)) < [dai. eii]

(nj + ng) (mod (y, ny, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ny, k < j))+

ng (mod (y,n;j, 7 < 1)) € {0, (ning + ning + nang) }

i. (nj +ng) (mod (y,n;, i < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ny, k < 7))+
ny (mod (y, nj, j < 1)) < [perché mod (y, ng, k < i) < ny
(nj + ng) (mod (y, n;, i < j))+n; (ng, — mod (y, ng, k < j))+ng (mod (y,n;,j <1i)) <
[perché —mod (y, ng, k < j7) < 0]
(n; + ng) (mod (y,ni, i < j)) +nj (ng + 0) + ny (mod (y,nj, j < 7)) =
(nj + nyg) (mod (y,ni, i < j)) + njng + ng (mod (y,nj, j < 1)) < [per-
ché mod (y,n;,j < 1) < nj]
(nj 4+ ng) (mod (y, i, @ < j))+n;ne+ngn; < [perché mod (y,n;, 1 < j) <
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(0[1]2[3[4]5]6[7[8]9[10[11[12][13]14[15]16]17[18]

Tabella 6.4: Tratteggio (5,3,6) € £3

(nj +ng) (ni) + nyng + ngny < [essendo (n;ng, + njng) > 0]
(nj + ng) (n;) + nyng + ngnj + (ning + njng) =
2 (nyn; + nyny, + njng) = [da 1., per simmetria del polinomio
2m
ii. (nj 4+ ng) (mod (y,ns, 1 < j))+n; (mod (y, ng, k < i) — mod (y, ng, k < 7))+
ny (mod (y, nj, j < 14)) > [perché mod (y, ng, k < i) > 0]
(nj 4+ ny) (mod (y,ni, @ < j))+n; (0 —mod (y, ng, k < j))+ny (mod (y,nj, j < 1)) >
[perché —mod (y, ng, k < j) > nyl
(nj + ng) (mod (y,n;, i < 7)) +n;j (0 —ng) +ny (mod (y,ny, j <)) >
(nj + ng) (mod (y, n;, i < j)) — njng + ng (mod (y,nj, j < 1)) > [per-
ché (n; +ny) (mod (y,n;, i < 7)) > 0]
—n;ng+ny (mod (y,n;, j <)) > [essendo ny (mod (y,n;j,j < 1)) > 0]
—njny > [essendo n;n; + nng > 0]
— (ninj + ning + nyny) =[da 1., per simmetria del polinomio]

—m

Vediamo degli esempi di applicazione della proposizione.

Sia T = (5,3,6) e (i,7,k) = (1,3,2), cosicché (5,3,6) = (n;,ng,n;). Sia
inoltre x = 12. Come si puo verificare nella tabella 6.4, tr (z) = tr(12) =
(3,3) e t_valorer (x) = 18 = y. Verifichiamo innanzitutto l'ipotesi principale della
proposizione:

(nj + ng) nyemod (nin; + nyng + njnyg)

( n; (mod (y, ni, k < 1)) + ) & (6.3)

+ny, (mod (y,n;, j < 1))
(6+3)5zmod (5-6+5-3+6-3) = 6(mod(18,3,2 < 1)) + 3 (mod (18, 6,3 < 1)) <
45xmod 63 = 6 (18 mod*3) + 3 (18 mod*6) &
45rxrmod 63 = 18+ 18 &
45-12mod 63 = 36 &

36 = 36
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(0[1]2]3]4]5]6]|7[8]9]10][11]12]

Tabella 6.5: Tratteggio (3,6,5) € L3

Inoltre con le stesse assunzioni si applica il primo punto della proposizione 6.7,
infatti abbiamo che i = 1, ny | y < 3 | 18 e ngng = 18 = 9 (5 — 18 mod 5) =
(n2 4+ n3) (1 —ymodn,). Con queste informazioni possiamo concludere, grazie alla
proposizione, che tr (z) € (ny,n3). In particolare, si puo dire che tr (x) € (n3), in
quanto i due membri dell’'ugualianza 6.3 valgono 2nsnz = 36.

Questo esempio ci mostra che il semplice fatto che valga I'uguaglianza 6.3 non garan-
tisce che tr (z) € (n;) (n1 nell’esempio), diversamente da quanto accade in £? (6.3).
Tuttavia, e importante osservate che esiste un altro valore di x per cui vale la 6.3,
ma tr (x) € (ny1): 19. Infatti, se si prolungasse la tabella 6.4 fino al valore 30 (che
poi ¢ MCM (5, 3,6)), si osservarebbe che t (19) = (1,6), t_valorer (19) =30 =y e

(n; + ng) nyzmod (n;n; + nyng +nng) =

( n; (mod (y, ng, k < 1)) + > o
+ny, (mod (y, n, j < 1))

45xmod 63 = 6(30mod*3) + 3 (30 mod*6) <
45-19mod 63 = 36 &

36 = 36

Ora il primo caso della proposizione non si puo piu applicare, perché nong =
18 #45 =9 (5 —30mod5) = (ny + n3) (n; —ymodn;), dunque si applica il terzo
caso, secondo il quale t7 () € (n;). Sinoti che in entrambi i casi I'uguaglianza si

riduce a 36 = 36, sebbene (x,y) sia (12, 18) nel primo caso e (7, 12) nel secondo.

Vediamo ora un esempio del secondo caso.
SiaT = (3,6,5) e (i,7,k) = (3,1,2), cosicché (3,6,5) = (nj, ng,n;). Sia inoltre x =
7. Come si puo verificare nella tabella 6.5, t7 (x) =t (7) = (1,4) e t_valorer (z) =
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12 = y. Anche in questo caso vale I'uguaglianza:

(6.4)

; d k<1
(r; + 1) maz mod (nn; + nang + njng) = ( n; (mod (y, ny, i)+ > o

+ny, (mod (y, ny, j < 1))
(34 6)5zmod (5-3+5-64+3-6) = 3(mod(12,6,2 < 3)) +6(mod (12,3,1 < 3)) &
45xmod 63 = 3(12mod6) + 6 (12mod 3) <
45zmod63 = 0+0<«
45-7Tmod63 = 0&
0 =0

Ora si applica il secondo punto della proposizione 6.7, in quanto i = 3, ny |
y< 6| 12enmng =18 = 9 (12mod*5) = (ny + ng) (ymod*ng). Con queste
informazioni possiamo concludere, grazie alla proposizione, che tr () € (n1,n3). In
particolare, si puo dire che ty () € (n1), in quanto i due membri dell'uguaglianza
6.4 valgono 0.

Anche in questo caso si puo trovare un altro valore di x per cui vale la 6.4 ma
tr (x) € (n;) = (ng): 21. Invitiamo il lettore a verificarlo, e a notare che anche in
questo caso si ha t_valorer (z) = MCM (nq,ns, n3) e 'uguaglianza 6.4 si riduce a

0=0.

Riassumendo, abbiamo visto che, sebbene l'uguaglianza
(nj 4+ ng) nyzmod (nn; + ning + njng) = n; (mod (y, ng, k < ©))+ng (mod (y, nj, j < 1))
non garantisca che tr () € (n;), ¢ possibile trovare z € N* tale che tr (2) € (n;) e

(nj + ng) nizmod (nnj + ning +njng) =
n; (mod (t_valorer (2) ,nk, k < 1)) + ny (mod (t_valorer (z) ,nj,j <1i)) =

n; (mod (y, ng, k <)) + ng (mod (y, n;,j < 7))

dove tuttavia t_valorer (z) # y. Il fatto che sia sempre possibile trovare tale z
deriva da una proprieta piu generale:
per qualsiasi b € {n; (mod (n;m,ng, k <))+ ny (mod (n;m,n;,j <1i)) | meN} e

possibile trovare un z € N* tale che tr (2) € (n;), € sempre possibile trovare tale che

(nj + ng) nizmod (nn; + ning +njng) =
b o—

n; (mod (t_valorer (2) , ng, k < 1)) + ny (mod (t_valorer (2) ,nj, j < 1))
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La cosa “strana” dunque e che lo stesso b si possa ottenere come
(n; + ng) nyzmod (n;n; + nyny + njny), con tr (z) ¢ (n;), ma questo accade solo nei
casi citati dalla proposizione 6.7 e comunque non rappresenta l’aspetto essenziale

della questione, che e formalizzato invece nella seguente proposizione.

Definizione 6.4. Siano T = (ny,na,n3) € L2 e i € {1,2,3}. Si definisce linsieme:
Ry (1) = {n; (mod (n;m, ng, k < 1)) + ny (mod (n;m, n;,j <1i)) | m € N}

dove j e k sono tali che {i,j,k} = {1,2,3}.

Si noti che la definizione di Ry (¢) € ben posta, in quanto 1’espressione dell’insieme

resta invariata scambiando j e k.

Proposizione 6.8. Sia T = (ny,n9,n3) € L3. Siano i,j,k tali che {i,j,k} =
{1,2,3}. Allora:

{(n; +ng) n;zmod (n;n; + nyng +nynyg) | tr (2) € (n;), 2 € N} = Ry (i)

Dimostrazione.
1. Sia B = {n; (mod (n;m,ny, k < 1)) + ny (mod (n;m,n;,j <1i)) | m € N}
2. Ry (i) C B [da (a) e (b)]

(a) Sia a € Ry (i), a = (nj + ng) nizmod (n;n; + nny + nynyg), con tr (2) €
(n;) e z € N*

(b) a = [da (a), per la proposizione 6.06]
n; (mod (t_valorer (2) ,ni, k < 1)) + ni (mod (t_valorer (2) ,n;j,j <1i)) €
[perché, per (a), n; | t_valorer (z)]
B

3. BC Ry (i) [da (a) e (b)]
(a) Sia b € B, b = n; (mod (n;m,ng, k < 1)) + ny (mod (n;m,n;,j < 1i)), con
m €N
(b) be A
i. Sia z € N* tale che tr (2) = (n;,m)
ii. (nj +ng)nizmod (n;n; + nny + nyng,) = [da (b), per la proposizio-

ne 6.6]
n; (mod (t_valorer (z) , ny, k < 7))+n (mod (t_valorer (2) ,n;,j < 1)) =
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[da (b)]
n; (mod (n;m, ng, k < 1)) + ng (mod (n;m,n;, j < 1)) = [da (a)]
b

iii. (n; + ng) n;zmod (nn; + nyng +njng) € Ry (7) [da (b)]

]

Posto r = (n; + ng) n;x mod (n;n; + n;ng + n,;n;) La proposizione 6.8 suggerisce
che si puo calcolare DownCons” ~7 (t) (z) controllando se r appartiene all'insieme
Ry (7). Secondo la proposizione 6.8, questo metodo non da mai falsi negativi:
se v ¢ Ry (i), allora certamente tr () ¢ (n;). Resta da chiedersi, allora, perché il
metodo sia corretto, se 7 € Ry (i) implica che tr (z) € (n;). La risposta purtroppo
e negativa: solo in alcuni casi il metodo e corretto, non sempre. Concludiamo il
paragrafo discutendo di questo punto attraverso esempi, lasciando una trattazione
formale a successive edizioni.

Vediamo un caso in cui Iimplicazione r € Ry (i) = tr(x) € (n;) vale ed un
caso in cui non vale, entrambi per il tratteggio 7' = (3,4, 4). Se scegliamo (i, j, k) =
(3,2,1), abbiamo

r = (3+4)4rmod 40 = 28z mod 40

Ry (i) =
{n; (mod (n;m, ny, k <)) +ny (mod (n;m,n;,j <)) | meN} =
{4 (4mmod 3) + 3 (4mmod4) | m € N} =

{0,4, 8}

Come si vede in tabella 6.6, 282 mod 40 assume valori in Ry (7) solo quando tr (z) €
(n;) = (n3), quindi I'implicazione ¢ verificata.

Se invece scegliamo (7, j, k) = (1,2, 3), abbiamo

r = (4+4)3zxmod 40 = 24z mod 40

Ry (i) =
{n; (mod (n;m, ny, k < i)) + ny (mod (n;m,n;,j <)) | meN} =
{4 (3mmod*4) + 4 (3mmod*4) | m e N} =

(8,16, 24,32}
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(0]1]2[3[4[5]6|7]8[9]10][11][12]

- 28 32 36 24
- 16 20 12
- 4 8 0

Tabella 6.6: Tratteggio T = (3,4,4) € £L? calcolo di (3+4)4rmod40 =
28z mod 40, Rr (3) = {0,4, 8}

(0]1]2[3[4[5][6[7][8]9][10]11]12]

- 24 16 8 32
- 8 0 16
- 32 24 0

Tabella 6.7: Tratteggio T = (3,4,4) € L3, calcolo di (4+4)3rmod40 =
247 mod 40, Ry (1) = {8, 16,24, 32}

Come si vede in tabella 6.7, 242 mod 40 assume valori in Ry (i) anche quando

tr () € (n;) = (n1), quindi 'implicazione non ¢ verificata.

Confrontando i due casi, e evidente che il problema e che nel secondo caso i valori

di 242 mod 40 si ripetono con un periodo inferiore a quello del tratteggio (i valori

di 24x mod 40 si ripetono con periodo Wﬁom) = % = 5, mentre il tratteggio ha
periodo MCM§3,4,4) n MCMi3,4,4) I MCMi3,4,4) — 10).

Gli esempi visti mostrano che non e facile, per generici tratteggi lineari di terzo
ordine, calcolare la down-conservativita di t semplicemente esaminando se il valore
di un modulo appartiene ad un certo insieme, diversamente da quanto accade per il
secondo ordine (corollario 6.2). Come e perché la questione si complichi passando da
L% a L3 & ancora da chiarire. In ogni caso, il problema della down-conservativita di t
potrebbe essere risolto anche in £3 con approcci diversi, come vedremo nel capitolo
7.

Infine, € bene notare che abbiamo solo parlato della down-conservativita di t
lineare da un tratteggio di terzo ordine ad un suo sottotratteggio di primo ordine.
Sarebbe altrettanto interessante estendere la trattazione nel caso in cui il sotto-
tratteggio & di secondo ordine, ad esempio studiare DownCons? =71 (t). Sebbene

ovviamente sia:
DownCons” =717 (t) = DownCons” =T (t) + DownCons” ~7V! (t)

potrebbe essere pit facile calcolare DownCons” —7107] (t) rispetto a DownCons’ 71! (t)
e DownCons” =TV (t). Inoltre, sapendo calcolare la down-conservativita verso un

sottotratteggio di secondo ordine, ¢ possibile anche calcolare la down-conservativita
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verso un sottotratteggio di primo ordine; infatti:

DownCons” ~7 (t) = 1 — DownCons” =70 (t)

6.7 Downcast di t lineare di terzo ordine

6.7.1 Downcast di t lineare dal terzo ordine al secondo

Vediamo come e possibile calcolare il downcast di t lineare dal terzo ordine al

secondo.

Lemma 6.3. Sia T = (ny,n9,n3) € L3. Siano 1,7,k tali che {i,j,k} = {1,2,3}.

Sia © € N* tale che tr (x) € T'[i]. Allora:

. anj (x+1) = (i <k)(n; +ny)

J € DownZ =Tl (1)
NN + NN + nyng

0, equivalentemente:

T

[(m +n;) ngr —nyn; + (i < k) (n; +ny)

-‘ € Downl =70l (1)
n;n; + nyny + ning

Dimostrazione.

1. o — nin;(x+1)—(i<k)(n;+n;)
: nini+n;ng+n;ng
(ninjtningt+ning)z—(nin; (@+1)—(@<k)(ni+n;)) | _
ninj—l—nink—l-n]-nk -
’V(nﬁ-nj)nkx—ninj+(i<k‘)(ni+nj)—‘

NN +nNg+n;ng

J = [per la proprieta 2.20]

2. Sia n € Downl =Tl (t)

3 (ni+nj)npr—n;nj+(ni+n;)(i<k)
: ninj+n¢nk+njnk

-‘ =n [da (a), per la proprieta 2.206]

(a) (ninj+nink-l—njnk)(n—1)+ninj—(ni+n]-)(i<k)J <z < {(nin]-—i—nink—&-njnk)n+nin]-—(n,-+nj)(i<k)

L (nﬂrn])nk (ernj)nk
[da (b)]
nini+n;ng+ning)(n—1)4n;n;,—(n;+n,;)(i<k n;ni+n;ng+ning)n+n;n;,—(n;+n,;)(i<k
(b) _( J k7N k()r(bl+n]))nk i—( ) (i< )J+1 <z< \\( J k J(:i)+nj)nk] ( ) (i<k)
[da (c)]
(c) (nmj+ninktzzzz)3;:ni+nj)(Kk)J < [dai. e (d), per monotonial

z < [daii. e (d), per monotonial
(ninj+ning+njng)ntn;n;—(n;+n;)(i<k)
(nitnj)ng

i n; ((i <j)+ (nin— (i <j)) mod (n; +n;)) >0
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. (i <j)+ (nin— (i <j)) mod (n; +n;) <
1+ (nin — (1 < j)) mod (n; +n;) < [dall'ipotesi tr (x) € T'[i] e da

2., per il teorema 6.1]

nj
(d) = = [da 2., per il teorema 5.3]
n + t,valoreT[i;fl]c(n)f(l<k) _ [da l]
| ni —n]:‘:(:b<3)_ —(Z<k‘)_
n+ — = [per la proprieta 2.19]
nEn+n; _%(::‘j)_ —(i<k) o
- = [per la proprieta 2.18]
(it Jmavt ) | "SSP ) i<
(nitnj)ng -
(nitnsyngn-tni(ni-bn;) (njn+(i<j)—(njn;izj)) mod* (n¢+nj) +1> —(ni+ny)(i<k)

(ni +n; )nk

_(ni—i—nj)nkn—‘rni (njn+(ni+nj)+(i<j)(— (n]n—;-(l<j))(b) mod* (ni+nj))—(ni+nj)(i<k)J _

L ni+nj ng

(ninj+ning+njng)ntn;((ni+n;)+(i<j)—(n;n+(i<j)) mod* (ni+nj))—(”i+”j)(i<k)J _ [ er
(nitnj)ng p

la proprieta 2.14]
(ninj+ning+ning)ntn; ((i<j)+(nin—(i<j)) mod (ni+nj))*(ni+nj)(i<k)J
ng(ni+n;)

. n.n+(i<g ..
i. t_valorer ;i (n) = n; [%ﬂjjﬂ [da ii.]

ii. trpy (n) = <ni, [M-D [da 2., per il teorema 6.2]

ni+n;

[]

Teorema 6.4. Sia T = (ny,ne,n3) € L2. Per ognii, j, k tali che {i,7,k} = {1,2,3}:

miny (2 +1) = (0 < k) (j < K) (ns+ nﬂJ € Spec Down” 74 (1)

L. X —
nin; + ning + njng

o0, equivalentemente:

o [(ni +ny) e —ning + (0 < k) (. <k) (ni + nj)-‘ € Spec Down 7104l (1)
nin; + ning + n;jng

Dimostrazione.
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1. g — | mniEt)=(<k)(i<k)(nitn;)
: ninj+nink+njnk
(ninjtningt+n;ng)z—(ning (@+1)—(i<k)(§<k)(nitn;)) | _
ninj—&-nink—i-njnk -
(ni+nj)nr—n;n;+(i<k)(j<k)(n;+n;)
ninj+nink+njnk

J = [per la proprieta 2.20)]

2. \r. [(m+nj)nsznmj+(i<k)(j<k)(m+nj)—‘ € Spec DownT 7] (t) [da 3. e 4.

ninj—&-nink—i-njnk

3. Sia n € Down? =7 (t)

4 n= [<"i+njW—w+<i<k><j<k><"i+"j>] [da (a)-i.-A., (a)-i—A., (b)-i.]

NN +nNg+n;ng
(a) Se (i < k)= (j < k)
i. Se ind (b7 (n)) = i:

A. n = [dai., per il lemma 6.3]
(ni+nj)nge—nin;+(@E<k)(ni+n;) |
(ni+nj)ngr—nin;+(i<k)(j<k)(n;+n;)

nin;+n;ng+n;ing

ii. Se ind (trpy (n)) = J:

A. n = [da i, per il lemma 6.3]
(nitnj)ngr—nin+(G<k)(nit+n;) |
{ Ry ——— : -‘ = [da iii.]
’V(ni+nj)nkw—ninj+(i<k)(j<k)(m+nj)-‘
ninj—i-nink—‘rnjnk

i, (i<k)=(j<k)=(@<k)(j<k)[da (a)]
(b) Se (i < k) # (j <k)

i. n = [da ii., per la proprieta 2.26]

—(niJrnj)nk:):fmnj o o
iy Ao, | [da vii.]
(nitng)ngz—nin;+(i<k)(i<k)(n;+n;)
NN +n;Ng+n;ing
| (ningtning4ngng) (n=1)4nin; (ninjtning+n;ng)ntnin;
11. (natn;)ng << (ni+nj)ng [da 111']
| (RinjHningtngng) (n—1)+nin; (ning +ning+ngng)ntning i
1. (ni+nj)ng tl=<zs (ni+n;)ng [da 1V.]
iv (ngnj+n;ng+n;ng)n <qr< (ninjt+ning+n;ng)ntnin; [da A% ]
| Sa < CEn |
(ning+ning+ning)n | Tt
v | = [per la proprieta 2.18]
(ninj+"ink+"j"k)”
ni+"j . N
- = [per la proprieta 2.19]
|
~ | <[da A.eB]
ny

z < [da vil]
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ngn+t_valorer(; ;1(n)

J < [per il teorema 6.3 e per monotonia della parte

ng
interal
n;n;(n+1)
|52 |
T owe | T
] i (n+1)
(ni+nj)nkn+(m+nj)Vz:fﬁbj J
(niJrnj)nk -

(ni+nj)ngnt+nin;(n+1)—n;n;(n+1) mod (n;+n;)
(ni—f—nj)nk
(ngnj+n;ng+n;ng)ntnin;—n;n;(n+1) mod (n;+n;)
(ni+nj)ng

J < [per monotonia della par-

te intera]
(ninj+ning+n;ng)ntnin;
(’I’Li+nj )nk

A. Se ind (try,7 (n)) = min {i, j}:

nin;n

nkn+ \‘nﬁ»nj

< [da A., per il teorema 6.3]

Nk

ngn-+t_valorep(; j(n)—1 _ [da (b)]

ng

npn+t valorepy; ;1(n)—(min{s,j}<k) J .
ng -

T

B. Se ind (b7} (n)) = max {i, j}:

nin;n

nkn-l—\‘

ni+nj

< [da B., per il teorema 6.3]

Nk

_nkn—}-t,valoreT[i, qn) |
eertal® | — [da (b))

R n+t_valorery; ;1(n)—(max{i,j}<k) J o
ng o

x
vi. z = [da 2., per il teorema 5.3]
" \\tValoreT[iVﬂ(n)—(ind(tT[i,j] (n))<k)

ngk

J = [per la proprieta 2.19]

Nk

\‘nkn+tvaloreT[i7j] (n)— (ind(tT[i’j] (n)) <k) J
Vil (i < k) (j < k) = 0 [da (b)]

[]

Il lemma 6.3 ed il teorema 6.4 offrono uno spunto per riflettere sull’importanza
della simmetria nella teoria dei tratteggi. Infatti, la formula del teorema 6.4 per
il downcast da T" a T'[i, j] & simmetrica rispetto allo scambio di i e j: deve essere
cosi, perché non c’e nessuna proprieta che distingue i da j nel sottotratteggio T [, j].
Questo discorso apparentemente non vale per il lemma 6.3, che fornisce una formula

molto simile per il downcast, ma non simmetrica; bisogna notare, pero, che nel



182 CAPITOLO 6. DOWNCAST E DOWN-CONSERVATIVITA DI T LINEARE

lemma ¢ e j non sono indistinguibili, per via dell'ipotesi aggiuntiva tr (z) € T [i],

assente nel teorema 6.4.

6.7.2 Downcast di t lineare dal terzo ordine al primo

Siano T' = (ny,na,n3) € L3 e, j, k tali che {4, j, k} = {1,2,3}. Supponiamo che per

un certo x € N* sia tr (z) € T'[i]. Volendo calcolare DownT*T[’] (t)

, possiamo prima
calcolare m € Downl =Tl (t) e poi n € DownZl=Tll (t) (m e n esistono perché

t7 (x) € T [i]); infatti:
m € DownT_’T[Z 7 ( (t) & tr (z) = trpuy ) (M)

n e DovvnT[Z J1=Tl] (t) & trpg) (m) = trp (n)

da cui

cioe n € Down’ =Tl (). In questo modo ci si calcolerebbe n da z grazie al
teorema 6.3 ed n da m grazie al teorema 6.2. Tuttavia, ci si puo chiedere: esiste un
metodo per calcolare direttamente n da z7 Il seguente teorema fornisce una parziale

risposta positiva.

Teorema 6.5. Sia T = (ny,ng,n3) € L3. Siano x,n € N* tali che tr (x) = (n;,n).
Sia inoltre n; (n; +ny) > n; ((nin — (¢ < k)) modng). Allora per ogni i, j, k tali che
{i,j,k} ={1,2,3}:

. ningr +n; (i < k) +ny (1 < j)
nnj + nng + njng

-‘ € Downl =7l (t)

Dimostrazione.

1. n € DownZ =7l (t) [dallipotesi ty (z) = (ng,n)]

(a) z = n + LL(KJ)J + L—"n;iKk)J [dallipotesi tr () = (n;,n), per il
teorema 5.2]
(b) & =n [eslsD| g | mesh) |
o = |ftninten| | fnactict)]
z<] J o

5
T — \\nm—(i<k’) _ nﬂrn] n—

ng
n; (a: — L—”"";S@)J) (nZ +n;)n—(i < j) <n, <1: — L—”m;iKk)J + 1) &
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n; <x— L%@J) < (i +nj)n— (i < j)
(ni+nj)n— (i <j)<n, (x— {M_—(KMJ +1)

ng
njT —n; L%&KMJ < (ni+n;)n— (i <j)

n;n—(i<k)
Nk

(ni+nj)n—(i<j)<njx—nj{ J—i—nj

nx — (ni +n;)n+ (i < j) <ny {—"i";(f'ﬂj

nin—(i1<k) . . g
n; \\TJ < n;r — (nl—i-nj)n—i— (2 <]) —i—nj
nin—(i<k)—(n;n—(i<k)) mod ny

Nk
mod < n;r — (nz +nj)n—|— (Z < j) +nj
n;n;n—n;(i<k)—n;((n;n—(i<k)) mod ny)

ng o

< n;xr — (nﬁ—n])n%—(z <])‘|‘TL]

njz — (n; +nj)n+ (i < j) <n,
n—(i<k)—(n;n—(i<k))
Nk
njx — (n; +n;)n+ (i <j) <
ningn—mn;(i<k)—n;((nin—(i<k)) mod ny)
ng

. ni
s

— e — N e N e e,

ningx — ng (N +nj)n+ny (i < j) <
<mninn—n; (i <k)—mn;((nn— (i <k)) modny)
nnn —n; (i < k) —n; ((nin — (0 < k)) modng) <

< njngx — ny (N +nj)n+ng (1 < J) + njng

\/”

(nin; + ning + njng) n —nj ((nyn — (i < k)) modny) >
> ningr +n;j (i < k) +ny (1 < j)

(ninj + ning +njng) n —nj ((nin — (i < k)) modny) — nyny <

=

<njngx +n; (i < k) +ng (i < j)
(nnj + ning + njng) n —n; ((nyn — (i < k)) modny) >
< >n]nkx+nj(z<k)+nk(z<j) N
(ninj + ning +njng) (n — 1) —n; ((nyn — (i < k)) modnyg) +n; (nj +ng) <
<njngx +nj (i < k) +ng (i < j)
[dall ipotesi n; (nj + ng) > n; ((nyn — (i < k)) mod ny)]
(ninj + nng +njng) n > njnge +n; (0 < k) +ny, (1 < 5)

(ninj + ning, +njng) (n — 1) <njnge +n; (1 < k) +nyg (1 < j)

(ninj + ning, +ning) (n — 1) < nynge+n; (0 < k)+ng (i < j) < (ning + nng + njng) n <

ninge+n;(i<k)+ng(i<j)
nin; +n¢nk+njnk

\/”

n =

L’ipotesi n; (n; +ny) > nj ((nin — (i < k)) modny), oltre a essere non utilizza-
bile in pratica (in quanto richiede la conoscenza di n, che & cio che si vuole calcolare
col teorema), ¢ anche abbastanza poco elegante da lasciare il dubbio che il problema
del downcast di t lineare dal terzo ordine al primo si possa risolvere senza ipotesi

del genere: questo problema ¢ ancora aperto.
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6.7.3 Esistono tratteggi superiori in £37

In £? abbiamo visto che il modo in cui abbiamo calcolato il downcast al primo
ordine ¢ equivalente ad aver trovato un tratteggio lineare superiore del tratteggio di
partenza (paragrafo 6.4.3). In £3 non ¢ stato cosi. Infatti, se si trovasse un tratteggio
superiore S di un tratteggio T € £3, il downcast si dovrebbe scrivere nella forma
prevista dalla proposizione 6.4, ossia Az. (x — [{t € S[d] | t < ts (z)}|), dove S &
dello stesso ordine del tratteggio verso il quale si fa downcast, di secondo ordine
in questo caso. Se osserviamo la formula del downcast al secondo ordine (teorema
6.4), non & certo evidente come questa formula possa ricondursi alla forma citata:
dunque il modo con cui abbiamo calcolato il downcast ¢ concettualmente diverso dal
trovare un tratteggio superiore. Tuttavia, come sappiamo dalla proposizione 6.4, il
downcast si puo calcolare anche quando ¢ noto un tratteggio superiore: si otterrebbe
quindi un secondo metodo.

Cio porta a domandarsi se esistono tratteggi superiori in £3. Questo studio &

ancora ad uno stadio iniziale, ma esiste una buona congettura a riguardo:

Congettura 6.1. Sia T' = (ni,ne,n3) € L3. Tutti e soli i tratteggi superiori

primative di T rispetto ad ng sono del tipo:

nq na
(dMCD (n1,13)’ “MCD (1, n3)° kde)

dove d, e e k sono soluzioni dell’equazione:

L d ni Te N9 B n1Ng + Ning + Nong
MCD (nl, n3) MCD (TLQ, ng) N MCD (nl, 713) MCD (712, Tlg)

Per esempio, se T = (3,4,5), per trovare i suoi tratteggi superiori primitivi

dobbiamo risolvere I’'equazione:
k(3d + 4e) = 47

una soluzione della quale e k = 1, e = 2, d = 13, da cui il tratteggio superiore

S = <dMCD(n1,n3) 6MCD (nz2,m3)
6.4, si ottiene che:

> (39,8,26). Ora, applicando la proposizione

Az (z— |[{t € (26) | t < b398 (x)}|) € Spec Down? =@ (1) (6.5)

Dalla rappresentazione delle prime colonne della tabella del tratteggio T' (figura

6.3), si pud vedere che DownCons” =% (t) (10) = 1, quindi dall’equazione 6.5 si
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(0[1[2]3]4]5]6]|7|8]9]10]11]12]...]

Figura 6.3: Prime colonne della tabella che rappresenta il tratteggio (3,4, 5)
ottiene che Dowan;(gA) (t) = {10 — |[{t € (26) | t < t(z9,5) (10)}|}: verifichiamolo.
Applicando i teoremi 6.1 e 6.2 si ottiene che t(zg5) (10) = (2,9). I trattini di (26)
(cioe S [3]) minori di (2,9) in S sono due: (3,1) e (3,2), di valori rispettivamente
26 e 52 (il trattino (3,3) ha valore 78, che ¢ maggiore del valore di (2,9)). Quindi
10— [{t € (26) | t < t(s0,8) (10)}| = 10 —2 = 8 ed effettivamente, come si pud vedere
in figura 6.3, Downl, % (t) = {8}.

6.8 Stima di t_valore lineare di terzo ordine

Anche per il terzo ordine si puo voler trovare una stima di t_valore, senza dover
calcolare t, come si ¢ fatto per il secondo ordine, nel paragrafo 6.5. Riportiamo a

questo proposito una congettura, la cui dimostrazione ¢ in fase di studio:

Congettura 6.2. Sia T = (ny,ny,n3) € L3. Per ogni v € N*:

_ | minongz
t_valorer (z) = an S

J MCM (ny,ng, ng) | t_valorer (z)
se
tT (ZE) c (713)

ninNonaT < ninaonz(x+2) . .
an e +n1n3J < t_valorer (z) < L—nm e | altrimenti
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Capitolo 7

Approfondimenti su t lineare in £?

7.1 Altre proprieta di £

Proposizione 7.1. Sia T = (ny,ny) € L2 Per ogni i,j € {1,2}, i # j e per ogni
xr € N*, se tp (x) € T'[i], allora

n; | tovalorer (z) < n;zmod (n; +nj;) = n; (i < j)

Dimostrazione.
1. n; | tovalorer (z) < n;zmod (n; +n;) =n; (i < j) [da 3., 3.—(a), 4. e 4.—(a)]
2. Sia ty (z) = (ng,n)
3. 8ei>7

(a) n; | t_valorer (z) < [da 2.]
nj | nin <
ninmodn; =0 < [da 3.]
(nin — (i < j)) modn; =0 < [da 2., per la proposizione 6.2]
(njz — (1 < j)) mod (n; +n;) =0« [da 3]

nizmod (n; +n;) =0
4. Sei < j

(a) n; | tovalorer () < [da 2.]
nj | nin <
n;nmodn; =0 <
(nin — 1) modn; =n; —1 < [da 4]
nn — (i < j)) modn; =n; —1 < |da 2., per la proposizione 6.2
J J J

187
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(n;x — (i < j)) mod (n; +n;) =n; —1 < [da 4]

(n;z — 1) mod (n; +n;) =n; — 1 < [per la proprieta 2.15]
nizmod® (n,+n;)—1=n;,—1&

nix mod* (n; +nj) = n; < [perché n; < n; +n; — 1]

n;xmod (n; + n;) =n;
[l

Proposizione 7.2. Sia T = (ny,ny) € L2 Per ogni i,j € {1,2}, i # j e per ogni
x e N*:
tr (z) € T[i) Anyzmod (n; +nj) =0=17>j

Dimostrazione.
1. i > j [per assurdo, da 2., 2.—(a) e dalla premessa tr (z) € T [i]]

2. Sei<j

(a) tr () ¢ T[] [da (b), per definizione]
(b) DownCons” 7l (t) () = [da 2., per il teorema 6.1]

((niz — 1) mod (n; +n;) < n;) = [calcoli algebrici; si noti che la scrittura

n;x
ni+n;

((((nZ +n;) (n”JjLJ - 1)) +mn; +n; — 1) mod (n; +n;) < nz) = [per la
proprieta 2.1]

((ni +n; — 1) mod (n; +n;) < n;) = [perché n; +n; — 1 < n; + n;]
(n;+mn;—1<n;) =

(n; <1) =

0

ha senso perché n;xz mod (n; + n;) = 0]

Lemma 7.1. Vny,ny,x € N*Vi, j € {1,2},i # 7

nidé’j (2) + n; —n;d" ) (@) = mod (nz,n; + ny, (i > j))

ni,m;) 7 (ng,my
Dimostrazione.

L. nidé;{i7nj) () +n; — njd{;;nj) (z) = mod (n;x,n; +n;, (i > 7)) [da 2., per defi-

nizione]

2. n, M-‘ +n; —n; [m-‘ = mod (n;z,n; +n;, (i > j)) [da 3., 3.—(a),

g —‘r?’Lj ni—i-nj

3.~(b), 4. e 4.-(a)]
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:c+ niz (G <i) —‘ n; [M—‘ = [da 3.]

ni+n;

s _nir |y z+1 .
J | ni+n; L ni+ng |
(n;

niz—n;xzmod* (n;+n;) njz+1—(njz+1) mod* (n;+n;)
n; +1)—
J ni+n; ni+n;
nj(niz+n;+n;—n;x mod* (nz—l-n]))—m(n]z—i-l—i-nz—i-n] (njz+1) mod* (nl—l-n]) .
ni+n; o
nj(n;+n;—n;zmod* (n;+n;))—n;(14+n;+n;—(njz+1) mod* (n;+n;)) [ er la proprieti
ni+n; = [P prop

2.14, con k = x|
nj(njzmod (ni+n;))—ni(ltnitn;—(njz+1) mod” (nitn;)) _ [per la proprieta 2.15]

ni+mn; ’
nj(njzmod (n;+n;))—n;(1+n;+n;—(1+n;z mod (n;+n;)))

ni+n; -
nj(njzmod (n;+n;))—n;(n;+nj;—njzmod (n;+n;))

ni+n; -
(ni+n;)(njzmod (ni+n;))—ni(ni+n;) _
ni+n;
(ni+n;)(njzmod (ni+n;)—n;) _
ni+n;

njzmod (n; +n;) —n;

(b) njzmod (n; +n;) —n; = n; —n;xmod” (n; +n;) [da i., per la proprieta
2.14]

i. ((ni +n;)x —n;z) mod (n; +nj) =n; +n; —n;zmod” (n; + n;)
4. Se i > j [da 3.—(a), scambiando i ¢ j]

n;r+(1<g n;x+(j<2
(a) n; ’V Jni—i-(nj])-‘ - nj ’V n;:-(flj )—‘ =

n;zmod (n; +nj) —n;

A partire dal lemma 7.1 si puo dimostrare il seguente importante teorema:

Teorema 7.1. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ogni i,j € {1,2}, 1 # j, set = tr(v) €
(n;), il piv piccolo trattino di indice j maggiore di t é <j, alJTZ (:v)>

Dimostrazione.
1. 11 pitt piccolo trattino di indice j maggiore di t & (j, & (z)) [da 2.]

2. 11 piu piccolo trattino di indice j maggiore di ¢ & < 7, {%(f’)-w [da 4. e
4.—(a), 5. e 5.—(a)]
3. t= <i, {M—D [dall'ipotesi t = tr (x) € (n;), per il teorema 6.2]

ni+n;

4. Sei < j
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(a) Il piu piccolo trattino di indice n; maggiore di ¢ & < Js [m-w [da (b) e
()]
(b) II piu piccolo trattino di indice n; maggiore di ¢ ¢ il piu piccolo trattino
di indice n; di valore maggiore o uguale a |t|
[dalla definizione di ordinamento per colonne]
(c) II piu piccolo trattino di indice n; di valore maggiore o uguale a |t| &
(3|72 ]) [da (@) ed (@)
(@) [t =i [222] [da 3. e 4]
(e) II piu piccolo trattino di indice n; di valore maggiore o uguale a n; mz ﬁﬂ
e (| 522- ] ) [da (1) e (g)
(f) Il pitu piccolo trattino di indice n; di valore maggiore o uguale a n; ﬁj fgl-‘
" _njz+1-‘
N . v ni+n; .
e <j, {—Tw > [per il teorema 4.1]
njw+1_
() {—nz["”"j w _
_n'z+1_ n;r+1
ni| 7L | —ni | 1=~ | mod* n;
- LﬁJ +1=[da (h)]
n; Z]izl —njxz mod* (n;+mn;)
— +1 = [da 4., per il lemma 7.1]
. _njm+1_ _(n nj x+1 p— n;w
| mitn ( J” i F ’ ("*%D +1=
SLILETE Ly g
J
n; nnli -1
(1),
755
(h) n; [%:1-‘ mod* n; = [per la proprieta 2.15]
1+ <n, H]ﬁl-‘ — 1) modn; =[da 4. e 3., per la proposizione 6.2]
1+ (n;x — 1) mod (n; + n;) = [per la proprieta 2.15]
n;x mod” (n; + n;)
5. 8ei>7

(a) Il pit piccolo trattino di indice n; maggiore di ¢ & <j, [M-D [da (b) e

(©)]
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(b) 11 pit piccolo trattino di indice n; maggiore di ¢ ¢ il pit piccolo trattino
di indice n; di valore maggiore di |¢|

[dalla definizione di ordinamento per colonne]

(c) II pin piccolo trattino di indice n; di valore maggiore di [¢] & < Js [%-‘ >
[da (d) ed (e)]

() | :ni[ nyz ] [da 3. e 5.]

ni+n;

(e) T pint piccolo trattino di indice n; di valore maggiore di n; [nnﬁb]-‘ &
(|32} taa o)

(f) Il pitu piccolo trattino di indice n; di valore maggiore o uguale a n; {nnj:t]_‘ +
1o ()| 2552] ) [da (g) ed (1)

I1 pit piccolo trattino di indice n; di valore maggiore o uguale a n; | —£— | +
g j gg g

ni+n;
Le(J, ln—J] [per il teorema 4.1]

nix | [ niz
n;i nf]rnj +17<n¢ niJ]rnj +1> mod* n; ] ) ot 915
_ T + 1 = [per la proprieta 2.15]
n;x n;x
n; nﬁj_nj +1—<n¢ nﬁj_nj modnﬁ—l) .
n; +1l=
Ni | 5 | {m—‘ mod n;
i J 1 J _ 3
+1= [da ()
n; njiz] —n;xz mod (n;+n;)

+ 1 = [per il lemma 7.1]

j
n;x n;x n;z4+1
ol ks _<ni{“ii”jw+nj_”j["z+"jw) +1=
n; -
cx+1
i Z;i"j " +1=
n; o
n;x+1
(B L,
nj +
n;r+1
Lbfrnj
. n:x . .
(i) n;zmod (n; +n;) = n, [ninj-‘ modn; [da 5. e 3., per la proposizione
6.2]

]

Si noti che il teorema 7.1 non e molto diverso dal corollario 6.1, che stabilisce,

nelle stesse ipotesi di detto teorema, che la differenza tra il valore di tr (z) ed il
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valore del precedente trattino di 7' di componente n; ¢ mod (n;z,n; + n;, (i > j)).
A partire da questo risultato, infatti, si potrebbe non solo dimostrare il teorema 7.1,
ma anche il lemma 7.1.

Un altro aspetto importante da sottolineare e la connessione, alla luce del corol-
lario 6.1, tra il teorema 7.1 ed il lemma 7.1. Quest’ultimo afferma, posto T = (n;, n;)

e nelle stesse ipotesi del teorema, che
nidy! (x) +nj —n;dy (x) = mod (nz,n; +ny, (i > 7))
che si puo riscrivere come
(i, d ()| = | (G, &5 (x) — 1)| = mod (nyz, n; + ny, (i > j))

dove (i, 4yl (z)) = tr (z) per il teorema 6.2 e (j, & (x) — 1) & il trattino precedente
a(J, &’ (2)), che per il teorema 7.1 & il pitt piccolo trattino di (n;) maggiore di t7 ().
Dunque (7, A () — 1) & il piti grande trattino di (n;) minore o uguale a tr (), e la
differenza di valore tra questo e tr (x) ¢ proprio mod (n;x, n; + n;, (¢ > j)), come af-
fermato dal corollario 6.1. Questo € un altro esempio di come un risultato puramente
algebrico, come quello del lemma 7.1, puo trovare una sua naturale spiegazione nella
teoria dei tratteggi.

Seguono due dimostrazioni alternative del teorema 7.1, interessanti per le diverse

tecniche utilizzate, precedute entrambe, rispettivamente, da un lemma.

Lemma 7.2. Sia T = (ny,ns) € L2 Per ognii,j € {1,2}, i # j, e per ogni v € N:
{te ()] G <t< o+ DY <[]

Dimostrazione.

L{te(m)|Gr<t<{z+t)} =
{te@m)lt<Gr+) A=<} =
Hte (ni) |t < Gz + D\ {t € (n)|t<{j,x)} = [perché (n;,0) appartiene
a entrambi gli insiemi]
{t € (ni) | (3,0) <t < (j,x+ 1)} \{t € (ni)| (i,0) <t < (j,x)}| = [perché I'in-
sieme di destra ¢ incluso nell’altro
{t€ (m) | (,0) <t < Gz + D)} — [{t € (n) | 5,00 < £ < (G,2)}] = [da (a)

e (b)]
Vj(erl)—(jSi)J B Vﬂ“—(jﬁi)

ng ng

J = [per la proprieta 2.22]

[nr(nj(wﬂ)f(ﬁ'ﬁl’))mod”i < [per monotonia]

n;
ny
ng
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{t e Z) (z 0) <t < (j,z+1)}| = [per la proposizione 4.2]

{tem) ] ,0) <t < (| Lezsnuss YY)
{ m) | 1) < b < <” W“ﬁww}\ = [per la proprieta 1.1]
{keN|1<k< {MJ} _

ng

a) |
V jyx+1)|— (5 <i)

- J [perché T ¢ lineare]
Lm(wﬂ)f(jgi)J

ng

(b) [{t € (ni) | (i,0) <t < {j,2)}| = [perché (j,z) € (n;) mat & (n;)]

|ft€_((7z))J (1,0) <t < (j,2)}| = [da (a), con x al posto di x + 1]

ng

Segue la prima dimostrazione alternativa del teorema 7.1.

Dimostrazione.
1. II pit piccolo trattino di indice n; maggiore di ¢ & <j, aleZ (ZL‘)> [da 2. e 3]

2. Sia tr (y) il piu grande trattino di indice j minore di ¢

(a) tr(y) = <j, [M-D [da 2., per il teorema 6.2]

n;+n;
(b) y < z [da i., per la definizione di t7]
i tr(y) < tr (z) [da 2., perché si ¢ posto tr (z) = ]

(¢) DownCons” U (t) (y) = 1 [da 2]

3. t < [da (a)]
tr (y + 1) = [da 2.—(a)]
<j7 [%(Jnjl)-‘ + 1> = [da (b), per la proprieta 2.23]
(st -

(j, & (x))

(a) < s [%(ffz)-‘ + 1> & il pilt piccolo trattino di indice j maggiore di ¢ [da
i1
i

i <j, (%(ff)w < [da2. e2.(a)]

< [daii. e 2., per contrapposizione]

t
<j, (—"ﬂf;ﬂ i+ 1>
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ni+n; ni+n;

t € (ni) e nj # ny
(1258 ] 1) < = et 5 [2850]) < (5 [2450  +1)

i <j, nay+ (<) +1> <t = [perché <j, {LW} +1> £ t, perché

s %(ffz) non ¢ il pitt grande trattino di indice j minore di t=
it
[da 2.—(a)]

t7 (y) non ¢ il piu grande trattino di indice j minore di ¢

(b) (ni + ny) {M} <nix+ (G <i) < (i +ny) ([M] +1) [da i.,

n;+n; ni+n;

per definizione]

i (n; +n;) (niyﬂjd)_(myﬁfz))m‘”‘* nitng) 4 1) <mz (j<i) <
< (n; +mny) (n"yﬂj@)_(n"y:g;?))mOd* (mitng) 4 2) [da ii., calcoli alge-
it
brici]

i ony + (4 <i) — (niy+ (J < i) mod™ (n; +n;) +n; +nj < nz +
(1 <9) <
<niy+(J <i)— (ny + (j <)) mod* (n; + nj)+ 2 (n; + ny) [daiii.,
calcoli algebrici]

ii. n;+n;— (ny + (4 <)) mod* (n; +n;) <n;(x—y) <2(n; +n;)—
(niy + (j < 1)) mod* (n; +n;) [daiv. e v.]

iv. n; +n; — (nyy+ (5 <1i)) mod™ (n; + n;) = [per la proprieta 2.14]
((ni +n;) y — (niy + (j <)) mod (n; +n;) =
(njy — (j <)) mod (n; +n;) < [da 2.-(c), per il teorema 6.1]
n; < [da 2.—(b)]
n; (z —y)

v. ni(z—y) <
n; (—"1_"15’;0“ g 1> =
n; +n; —n;mod* n; < [perché n; mod*n; > 0
n; +n; < [perché (ny + (j < 7)) mod* (n; +n;) < n; + n;l
ni +n; + (ni +n; — (ny + (J < 1)) mod*™ (n; +n;)) =
2(ni +n;) = (niy + (j <4)) mod”™ (n; + ny)

Ora la terza ed ultima dimostrazione, anch’essa preceduta da un lemma.

Lemma 7.3. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ogni 1,5 € {1,2}, i # j, set € (ny), il
pit piccolo trattino di indice j maggiore di t e ['unico trattino di indice j di valore

compreso tra |t| +1— (i < j) e |t| +n; — (i < j).
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Dimostrazione.

1. Esiste uno e un solo trattino di (n;) con valore in [[t| + 1 — (2 < j), [t| + n; — (1 < j)]

[da (a), per l'osservazione 1.1]

(@) [[t|+1—(i<j),|t| +n; — (i <j)] € un dominio fondamentale di (n;)
[perché ha lunghezza n; che ¢ pari alla lunghezza dei domini fondamentali

di (n;), per la proposizione 4.§]

2. Siaw = (j, k) il trattino di indice j con valore in [|t| + 1 — (i < j), |t| +n; — (i < j)]
[da 1.

3. u & il piu piccolo trattino di indice j maggiore di ¢ [da (a), (b) e (b)—i.]

(a) u>t[da i, ii., ii.—A., iii., ii—A.]
L u>ts
t <u< [dai#j, per la proprieta 1.2]
] < Jul v ([t = |u| Ai < j)
ii. Sei>j
A ful =
[t +1—(i<j)=
it +1>
2
i, Sei < j
A ful =
[t +1—(i<j)=
t|+1—-1=
2]
(b) Siawv € (n;), v <u

i v <t [daii, iii., iii.—A., iv., iv.~A]

—

i. v <t< [dai# j, per la proprieta 1.2]
ol <[tV (Jo] = [t A g <)
iii. Se1<j
A. |v| < |t] [daiii. e v.]
iv. Sei>j
A vl <Jt|+1 [daiv. ev]
v. ol <|t|+1—=(i<j)[dal., 2. e (b)
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Segue la seconda dimostrazione alternativa del teorema 7.1.

Dimostrazione. 1. II piu piccolo trattino di indice j maggiore di t ¢ < 7, dfpl (3:)>

[da 2., per il lemma 7.3]

2. (J, & (z)) ha valore compreso tra [t| + 1 — (i < j) e [t| + n; — (i < j) [da 3.,

scrivendo a parole]

3.t +1—-(i<j) <|{J, & (2))| < |t|+n; — (i < j) [da 4., sommando [¢] a tutti

i membri]
41— (i< 7)< |{4,d% (2))] = [t| < nj — (i < j) [da 5., 5.-(a) e 6.—(a)]
5. Sei < j

(a) 0 < |<j,dj’i ()| = [t| <nj—1 [da (b) e (c)]

(b) |(4, & (z (z))| = |t| = [da t = t7 (z) € (n;), per il teorema 6.2]
’<j, & (x >‘ - |<z,leJ >‘ = [perché T ¢ lineare]
n;dy () — nydy () = [da 5., per il lemma 7.1]
njzmod (n; +n;) —n;
(¢) 0 <njzmod (n; +n;) —n; <nj;—1[dai. ed ii]
i. njzmod (n; +n;) > n; [da 5., per il teorema 6.1]
)

ii. nyjzmod (n; +n;) <n;+n; —1
6. Se j <1

(a) 1< (5, df (2))] = [t] < ny [da (b) e ()]
(b) |(4, & (x (z))| = |t| = [da t = t7 (z) € (n;), per il teorema 6.2]

‘<j, & (x >‘ - |< Ldy (z >‘ = [perché T ¢ lineare]

n;dy () — nydy () = [da 6., per il lemma 7.1]

n; —n;zmod (n; + n;)
(¢) 1 <n; —nyzmod (n; +n;) <n; [dai. ed ii]

i. nyzmod (n; +n;) <nj; —1 [da Al]
A. n;zmod (n; +n;) < n; [da 6., per il teorema 6.1]

ii. nyzmod (n; +n;) >0
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Sostituendo nel teorema 7.1 l'affermazione “il piu piccolo trattino di indice j
maggiore di t” con la piu debole “un trattino di indice j maggiore di t” e riformulando

il tutto, si ottiene il seguente corollario:

Corollario 7.1. Sia T = (ny,ny) € L2. Per ognii,j € {1,2}, i # j, set =ty (v) €

(ni): < <]7 d%lz (:E)>

7.2 Calcolo dit senza verifica della down-conservativita

Dal teorema 7.1 si ricava il seguente modo di calcolare t; senza preoccuparsi della

down-conservativita:
Corollario 7.2. Sia T = (n1,n,) € L2, t7 (z) = min {(1, dy? (), (2, dz' ())}.

Dimostrazione. 1. tr (x) = min {(1, dy? (z ). (2, a2t ( z))} [da 2. e 2.-(a), per-

ché i & generico|

1 se?r=2
2 se1=1

2. Siaty (z) € T'[i], i € {1,2}. Sia j =
(a) tr () =min {(1,d;* (z)),(2,d7' (z))} [da (b) e (c)]
(b) {(i.d7 (2)), (j,df' (2))} = {(L.dz”" (), <2 d“(w)>}[ 2]
(c) tr (z) = min {{i,dy’ (« > (.7’ (x))} [da (d) ed (e)]
(d) (i dy () = min {(i,df/ (x)), (. dF ()} [da ()
(e) tr(z) = (i,dy (z)) [da 2., per il teorema 6.2]
(f)

£) (i,dy (v)) < (j,d}' (x)) [da (e), per il corollario 7.1]

]

La differenza tra il calcolo di t () col corollario 7.2, rispetto al calcolo dello
stesso con i teoremi 6.1 e 6.2, € notevole, in quanto nel secondo caso si deve prima
calcolare se tr (x) appartiene a T'[1] o T'[2] e solo in seguito si pud trovare effettiva-
mente tr (x); col corollario 7.2 invece in un unico passaggio si ottiene sia tr (z) che,
ovviamente, il sottotratteggio di primo ordine a cui esso appartiene (ovviamente,

perché lo si ottiene immediatamente dall’indice del trattino).
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7.2.1 Esempio di calcolo dell’r-esimo trattino

Nel paragrafo 6.4.1 abbiamo calcolato tr, (4), con T} = (n1,ne) = (3,4), applicando

i teoremi 6.1 e 6.2. Ora ripetiamo lo stesso esempio, ma applicando il corollario 7.2:
tr (r) = min {<1, leIQ (x)> , <2, d%ll (x)>}
_ min{<1, nox + (1 <2)-‘>’<2’ {n1x+(2< 1)-‘>}
ni + No ny + No
- ([ G L)
n1 + No N1+ no
= min 1, o+ 1 {2, 3_x
7 7
1 12
- (7)) (2 [F]))
(2

= min{(1,3),(2,2)}
= <272>

dove min {(1,3),(2,2)} = (2,2) perché |(2,2)| =4-2=8<9=13-3=1(1,3)] e per
la proprieta 1.2.



Capitolo 8
t_spazio lineare

In questo capitolo affrontiamo il calcolo della funzione t_spazio in £! ed £2. Premessa
fondamentale e stabilire qual e la condizione per la quale un tratteggio lineare ha

spazi:

Proprieta 8.1. Sia T = (ny,...,ng) € L% Se Vi€ {1,...,d} :n; > 1, allora T ha

infiniti spazi; altrimenti, T non ha spazi.
Dimostrazione.

1. SeVie{l,....d} :n; > 1

(a) T ha infiniti spazi [da (b) e (c), per la proprieta 3.14]
(b) 1 & uno spazio di T [da i., per la proprieta 3.15]
i. Vie{l,...,d} : 1modn; =1

(c¢) T e priodico [per la proposizione 4.8]
2. SeJie{l,... . din=1

(a) T non ha spazi [da (b) e (c)]
(b) Sian € N

(c) n non & uno spazio

i. T((i,n)) =
nn = [da 2.]

199
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(0]1]2[3[4]5]6[7[8]9]10[11[12]13]...]
N I I I I I B I I

Figura 8.1: I tratteggi lineari privi di spazi hanno (1) come sottotratteggio

Se un tratteggio lineare non ha spazi, dunque, e necessario che almeno una delle
due componenti sia 1, generando un sottotratteggio di primo ordine come quello nella
Figura 8.1, che chiaramente impedisce all'intero tratteggio di avere spazi. Se invece
nessuna delle componenti e 1, allora, come chiarito nella dimostrazione, almeno il

numero 1 ¢ uno spazio del tratteggio, che quindi, essendo periodico, ha infiniti spazi.

8.1 t_spazio lineare di primo ordine

Proposizione 8.1. Sia T = (ny) € L' avente spazi. Allora per ogni v € N*:

n = t_spazioy (z) & ' & "
J nmodn, # 0

Dimostrazione.

1. n = t_spazioy (z) < [per il lemma del conteggio (lemma 3.1)]

{y € {1,...,n} | y & uno spazio di T}| = =
Hye{l,....n—1} |y eunospaziodi T} =z — 1

=

( Hy € {1,...,n} |y & uno spazio di T}| +

+{y € {1,...,n} | y non & uno spazio di T}| =
x+ [{y € {l,...,n} | y non & uno spazio di T'}|

Hy € {1,...,n—1} |y & uno spazio di T}| +
+{ye{l,...,n—1} | y non & uno spazio di T'}| =

| z—1+[{ye{l,...,n—1} |y non & uno spazio di T'}|

n=x+|{y €{l,...,n} |y non & uno spazio di T'}| ,
o & [peril
n—1l=xz—1+{ye{l,...,n—1} |y non & uno spazio di T}|

orollario 4.2]
n=ux+ lJ

ni

Q ——

=
n—lzx—l—i—{"n—_llj

n—w=|z|

n—a= —”_1J

—T——
3
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n—r= nﬂlJ
2. ) =
_ n—
n—x= n1J

(a) L#J = Vn_:lJ < [per la proprieta 2.21]
(m—1)modn; =ny —1) =0«
(n —1) modn; # ny — 1 < [per la proprieta 2.15]
nmod*ny —1#n, —1&
nmod*ny # ny < [per definizione di mod”|
nmodn, # 0

]

Si noti che e possibile dimostrare in modo molto diretto la seconda equivalenza

della proposizione 8.1, sfruttando la seconda forma del lemma del conteggio:

Dimostrazione.

1. n = t_spazio; (z) < [per il lemma del conteggio, seconda forma (lemma 3.2)]

Hye{l,...,n} |y eunospaziodi T}| ==
n € uno spazio di T’

& [per la proposizione 3.15]
H{y € {1,...,n} |y & uno spazio di T}| =z
n mod ny 7& 0
H{y € {1,...,n} |y & uno spazio di T}|+
—|—|{y€{1 .,n} | y non ¢ uno spazio di T'}| =
r+ |y € {1 .,n} | y non ¢ uno spazio di T}|
nmodn, # 0
{ n=xz+[{y €{1,...,n} | y non & uno spazio di T'}|
4.

< [per il corollario
nmodn; # 0

2
n—x—l—

n mod n, 7é 0
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Nello studio degli ordini superiori al primo, generalizzeremo la forma:

{ n=ax+ L%J (8.1)

nmodn; # 0
n
n—r= —J
PEN . . n . . . .
piu concisa dell’equivalente ! i Chiameremo il sistema 8.1 sistema
e
n—xr=|%—

ni
caratteristico di t_spazio lineare di primo ordine, perché risolvendolo rispetto ad n,

per la proposizione 8.1, possiamo calcolare t_spazio in £'. La formula ¢ data dal

seguente teorema:

Teorema 8.1. Sia T = (n1) € L' avente spazi. Allora per ogni x € N*:

nr — 1J

t_spazioy (z) = { 1
ny —

Dimostrazione.

1. t_spazioy () = LMJ [da 2.]

ni—1

= t_spazioy (z) < [per la proposizione 8.1]

n—r =

3 3
S

[y

n—xr= )
ni

J < [per la proprieta 2.23]

& [aggiunta di nyx a tutti i membri)
nmn—z)<n—-1<n(n—x+1)

nmn <n+nzx<ng(n+1)

nn<n—1l+nz<n (n+1)
zione e di n nella seconda

{ nn—m+1)<mzr—1<n(n+1)—(n+1)

& [sottrazione di n + 1 nella prima equa-

{nl(n—x)§n<n1(n—x+1)

nmn—n<mr—1<n(n+1l)—n

(m—Dn+1<mzr—-1<((n —1)(n+1)

(m—n<mzr—1<(n —1)(n+1)—1
min{(n; —1)n,(ny —1)n+1} <nz—1 <max{(ny —1)(n+1)—1,(ny —1)(n+1)} &
(np—)n<nmz—1<(ng —1)(n+1) < [per la proprieta 2.23]

n —= {nlmfl
ni—1

]

Nonostante i tecnicismi della precedente dimostrazione, la formula ha un eleva-
to grado di interpretabilita. Possiamo innanzitutto riscroverla come nel seguente

corollario:
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Figura 8.2: Tratteggio (4)

Corollario 8.1. Sia T = (ny) € L' avente spazi. Allora per ogni v € N*:

t_spaziop (z) = 2 + | 2L
_SPaz1o Tr) =T
p T ni— 1

Dimostrazione.

1. t_spazios (z) = [per il teorema 8.1]
niz—1
5 =
\\(nlfl)az+x71
ni—1

x4+ {—fl__llj

J = [per la proprieta 2.19]

]

Esprimere t_spazio; (z) come z + f (z), per qualche f funzione di z, significa
che nell'intervallo [1, t_spazio, (x)] ci sono, oltre agli x spazi richiesti, f (z) numeri
che non sono spazi. Aiutandosi con una tabella, & possibile comprendere perché
f(x) = Lfl—’_llj Consideriamo per esempio il tratteggio (4) mostrato in Figura 8.2.
Se prendiamo qualsiasi spazio n € N*, vediamo che gli spazi minori o uguali ad n si
susseguono raggruppati in intervalli di 3 = 4 —1 = ny; — 1 spazi consecutivi, separati
da un non-spazio. Quindi e possibile contare i non-spazi precedenti n, cioe calcolare
la f (x) precedente, contando quanti intervalli di 3 spazi precedono n, ponendo che n
sia I'z-esimo spazio. Per esempio, se n = 10 = t_spazioy (8), esistono due intervalli

di tre spazi che precedono n, [1,3] e [5,7] (va escluso 'intervallo [9,11], che include

r—1
ni—1

n). La formula |21 ] =

I’z-esimo spazio. Per n = 10, ad esempio, si ha L%J = 2 (8 perché 10 & l'ottavo

calcola proprio quanti intervalli di 3 spazi precedono

spazio di (4)). Queste idee potrebbero condurre ad una dimostrazione alternativa del
teorema 8.1, ma formalizzarle sarebbe piu complicato della dimostrazione fornita;

ciononostante, esse costituiscono senz’altro uno dei concetti fondamentali su t_spazio

in £1.

Proposizione 8.2. Sia T = (ny) € L' avente spazi. Allora per ogni v € N*:

t_spazio ' (z) = — {iJ
n

Dimostrazione.
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1. t_spazio~ ', (z) =[per l'osservazione 1.3]
|{s € [1,z] | s & uno spazio di T'}| = [per il corollario 3.1]
z — [{|e|r € [1,2] | ¢ € una classe di T'}| = [per la proprieta 3.6]
z — [{|t|; € [1,2] | t € un trattino di T'}| = [per il corollario 4.2]

l’_ —_
ny

]

La proposizione puo essere dimostrata anche per via puramente algebrica, par-
tendo dal teorema 8.1 e sfruttando la proprieta 2.26, ma la dimostrazione sarebbe

molto piu complicata e noiosa di quella fornita, percio la omettiamo.

Corollario 8.2. Siano T = (ny) € L' avente spazi, v € N* en = t_spazioy (x). Sia-
noS={sel[l,n]|s éuno spazio di T} eV ={v € [1,n] | v non é uno spazio di T}.
Siano inoltre T' = (ny — 1) € L e V' ={v € [1,2 — 1] | v non ¢ uno spazio di T'}.

Allora la funzione \x : x — Lﬂ ¢ una corrispondenza biunivoca tra S e [1,x] e tra

VeV
Dimostrazione.

1. f:S—ZtalecheVx € S: f(x)=a— L%J ¢ una corrispondenza biunivoca
tra S e [1,z] [da (a) e (b)]

(a) f e iniettiva [da i. e iv.]
i. Siano 5,8 € 5, s < ¢
ii. Sia s = t_spazioy (a) e s’ = t_spazioy (b) [lecito, perché s ed s’ sono
spazi di T
ili. @ < b[da s < s e perché t_spazio, ¢ strettamente crescente]
iv. f(s) = [da (c)]
t_spazio~!; (s) = [da ii.]

t_spazio~!

1 (t_spazioy (a)) = [per l'osservazione 1.3]
a < [da iii.]
b = [per l'osservazione 1.3]
t_spazio~ ! (t_spazioy (b)) = [da ii.]
t_spazio 1, (s') = [da (c)]
f(s)
(b) f e suriettiva [da i., iii. e iv.]
i. Siay € [1, 1]

ii. Sia s = t_spazio (y)
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ili. se S[daA., B.eC|]
A. s> 1 [da C. (ricordando che Or = 0 non ¢ uno spazio)]
B. s < [dai. eii., perché y < x = t_spazios (y) < t_spazios ()]
t_spaziop (z) = [per ipotesi]
n
C. s ¢ uno spazio di T [da ii.]
iv. f(s) = [da (c)]
t_spazio~ ' (s) = [da ii.]
t_spazio~ ! (t_spazioy (y)) = [per l'osservazione 1.3]

Y

(c) Vx € S: f(x) = t_spazio~'7 (z) [da 1., per la proposizione 8.2]

2. g:V —>ZtalecheVzr eV : f(x)=2— L%J € una corrispondenza biunivoca

tra V e V' [da (a) e (b)]

(a) g e iniettiva [da i. e iii.]
i. Siano v,v' € V, v </
ii. Sia v =nja e v = nyb, con a,b € N* [da i., per definizione di V|
iii. f(v) = [daii]
f(nia) = [da 2.]
nia — ”n—ll" =
nia—a=
(ny —1)a < [daii. ei. (in particolare, v < v')]
(np—1)b=
mb—b=
nib — ["n—J = [da 2]
f (n1b) = [da ii.]
f)
(b) g e suriettiva
i. Stav eV’
ii. Sia v = (n; — 1) a, con a € N* [lecito per i. e per definizione di V']
iii. nya € V [perché nja non € uno spazio di 7" e per A.]
A. nja<n[daB.eC]
B. nia > n = t_spazio '} (nja) > t_spazio~'} (n) [per losservazio-
ne 1.3]
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C. t_spazio™'; (nia) = [da (c)]
g (nia) = [da iv.]
(ny —1)a < [da ii.]
x = [per l'osservazione 1.3]
t_spazio 1 (t_spazio (7)) = [per ipotesi, t_spazioy (x) = n]

t_spazio ', (n)

iv. g(nia) = [da 2.]

nia — {%‘L =
na—a=

(n1 —1)a = [da ii.]
v

(c) Yz € S: g(x) = t_spazio 'y (z)
[

L’aspetto interessante di questo corollario e che e stato ricavato in modo semplice
a partire dalla proposizione 8.2, la quale a sua volta ha una dimostrazione molto
intuitiva, mentre sarebbe complicato dimostrarlo direttamente per via algebrica:
provare per credere! Cio mostra come, nella teoria dei tratteggi, poche semplici

intuizioni e pochi concetti possono evitare moltissimi passaggi algebrici.

8.2 t_spazio lineare di secondo ordine

Anche nel secondo ordine possiamo legare im modo piuttosto semplice il calcolo di

t_spazio alla soluzione di un sistema, come stabilito dalla seguente proposizione:

Proposizione 8.3. Sia T = (n1,ny) € L? avente spazi. Allora per ogni x € N*:

n—a =[]+ [3] - [t
n = t_spazior (z) < ¢ nmodn; # 0

nmodng # 0

Dimostrazione.

1. n = t_spazioy () < [per il lemma del conteggio, seconda forma (lemma 3.2)]
{ H{y € {1,...,n} |y & uno spazio di T}| =z

. T & [per la proposizione 3.15]
n € uno spazio di T’
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([ {y€{1,...,n} |y & uno spazio di T}| +

+{y € {1,...,n} | y non & uno spazio di T}| =

s x4+ |{ye{l,...,n} |y non e unospaziodi T'}| <
nmodn; # 0

| nmodny # 0
(n=x+4|{y€{1,...,n} | y non & uno spazio di T}|

nmodn; # 0 & [per definizione di

[ nmodny # 0
pazio e di classe]

(n=x+4|{yc{l,...,n} |y & una classe di T}
nmodn; #0 &< [per la proposizione 4.6]
nmodng # 0
>
n=e+ 5]+ 3] - | vortem)
nmodny # 0 &
nmodng # 0
nv =[]+ ] = ot
nmodn, # 0
nmodnsy # 0

2]

Ve

~\ /7~

O

La proposizione 8.3 afferma in pratica che per calcolare t_spazios (x) nel secondo

ordine occorre risolvere il seguente sistema caratteristico, nell’incognita n:

nea= |3+ 3] - | st
nmodn; # 0 (8.2)
nmodng # 0

Le pagine seguenti sono dedicate alla soluzione di questo sistema. Il termine
Lmj complica notevolmente il problema; percio I'approccio che seguiremo

sara quello di risolvere il seguente sistema piu semplice:

noe= i)
nmodng # 0 (8.3)
nmodng # 0

Una volta risolto quest’ultimo, otterremo anche la soluzione del sistema 8.3. Il
metodo risolutivo nel complesso € abbastanza articolato e sembra difficilmente gene-

ralizzabile per ordini superiori al secondo, in quanto le generalizzazioni del sistema
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caratteristico 8.3 conterranno, per via del principio di inclusione-esclusione, mol-

ti termini del tipo { (piu precisamente, il numero di tali termini e

n
24=1 1, se d & l'ordine del tratteggio T' di cui si vuole calcolare t_spazios), per cui &
difficile pensare di poterli trascurare cosi facilmente, come abbiamo fatto nel sistema
8.3. Nonostante cio, il procedimento solutivo che segue resta un interessante caso di
studio.
Osserviamo che le soluzioni del sistema 8.3 vanno cercate sempre tra gli interi
positivi; infatti le espressioni nmodn,; e nmodn,, stando alle nostre convenzioni,

non hanno senso se n < 0.

Lemma 8.1. Siano ny,ny € N, ny > 1, ng > 1, (ny,ng) # (2,2) e sia x € N*.

Se il sistema 8.3 ha due soluzioni n' ed n”, n" > n" > 0, alloran’ —n" =2 ¢
n n | n_/ . TL_” .

)= = [ - ) -

Dimostrazione.

l.n'—n"=2[da2,3.,4. ¢b]

2. Siano h = H—;J - LZ—:J ek= H_;J - H—:J

3. n' —n" = [perché n' ed n” sono soluzioni del sistema 8.3]
(e T
(L] = []) = (L) = 132]) = o
h+k

4. k=1 [da (a), e 6. e per 'ipotesi n; > 1, ng > 1, (ny,n2) # (2,2)]

) (nz — 1) (n1 — 1) < k— 1 [da ()]
(k1) (ny — 1) < A4 [da (c)
) (

1—1

ng —1)+1< 2L 41 [da (d) ed (e)]

ni—1

— + 1 [dai]
i h(ni—1)<k—14(n;—1) [daii]
i, h(ny—1) < k+ny — 2 [da iii]
iii. h+k > hny —ny +2 [daiv)]
iv. h+k>(h—1)n;+2[dav., 3. e2]
v.n' —n" > (VLL_;J - {Z—:J — 1) ny + 2 [da vi.]
vi. n' —=n” >n' —n'modn; — (n” —n" modn,y) —ny + 2 [da vii.]
vii. n; +n'modn; > n” modn; + 2 [da viii. e ix., sommando membro a

membro]
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Viil.

1X.

209

ny > n” modn; + 1 [perché n” modn; < ny]

n’modn; > 1 [perché n' & soluzione del sistema 8.3]

(€) h>(k—1)(ns—1)+1 [dai]

1.

1

iii.
iv.

V.
vi.

vii.

viii.

1X.

h>k(ng—1)—(ny—1)+1 [daii.]
h >k
h+k > kny —ng+ 2 [daiv.]
h+k>((k—-1)ny+2[dav., 3. e2]

n —n" > (H—;J — {Z—’;J —1) ny + 2 [da vi.]

n—-—n">n—n

—

ng — 1) —ny + 2 [da iii.]

modny — (n” — n” modny) — ny + 2 [da vii.]

ny +n' modny > n” modny + 2 [da viii. e ix., sommando membro a
membro]

ny > n” modny + 1 [perché n” mod ny < no

n’ modny > 1 [perché n' & soluzione del sistema 8.3]

5. h =1 [come per 6.]

6. h>0ek > 0][da (a)eperché (b) e (b)-., (¢) e (c)-i. sono delle contraddizioni]

(a) h>0e k>0 [da2. edan’>n" per monotonia della parte intera]
(b) Seh>0ek=0

1.

11.
1il.

1v.

h < [da ii]

m=t <

1

h(ny —1) <n; —2 [da iii.]
h > hny —ny + 2 [da iv.]

h > (h—1)n; +2 [da 4.—(d)-iv. e (b)]

(¢c) Seh=0ek>0

1.

il
1ii.

1v.

k< [daii.]

n=2 <

1

k(ng —1) <ny—2 [daiii]
k> kny —ng + 2 [da iv.]

k> (k—1)ny+ 2 [da 4.—(e)-iv. e (c)]
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Osservazione 8.1. Si noti che, nel caso degenere nqy = ny = 2, il sistema 8.3 puo
avere o infinite soluzioni (se x = 1) o messuna soluzione (se x # 1). Infatti in

questo caso posstamo riscrivere il sistema come:

{ -z =23 (8.4)

nmod2 =1

da cuin—z =2 LgJ =n—nmod2 =n—1, che é un’identita se x = 1 (nel qual caso

ogni n tale che nmod2 =1 ¢ soluzione del sistema 8./) ed impossibile se x # 1.

Proposizione 8.4. Sia T = (ny,ny) € L? avente spazi, T # (2,2), sia v € N* e sia-
no s = [{y spazio i T |0 <y < MCM (ny,n9)} ec = [{zclasse di T | 0 < |z| < MCM (nq,n9)}.
Allora:

o Sex—1=m(s—1), m € N* allora il sistema 8.3 ha le sequenti due soluzioni:

z+ (c+1)m =mMCM (ny,ny) + 1

z+ (c+1)m—2=mMCM (ny,ns) — 1

e Altrimenti, il sistema ammette una sola soluzione.
Dimostrazione.
1. L’enunciato segue da 2., 2.—(a-d), 3., 3.—(a-c)]
2. Sex—1=m(s—1), meN*
(a) mMCM (nq,mn) 4+ 1 & soluzione del sistema 8.3 [da m € N*| i., ii. e iii.]

i. mMCM (nb n2) +1—z = {mMCM(n1,n2)+1J + LmMCM(n1,n2)+1J [da A.,

ni n2

per la proprieta 2.21]

A, mMCM (ny,n9) +1—2 =
LMMCI\;{EM’”Q)J +(mMCM (nq,n9) modn; =ny — 1)+ {—mMCMfgl’m)HJ

[da B. e 4]
B. mMCM (n1,m) + 1 — g = | MMl | | mMOMOma)) | (g,

ni n2
C., per la proprieta 2.21]
C. mMCM (ny,n9) +1—2 =
LmMCM(m’m)J + {mMCM("l’nz)J +(mMCM (nq,n2) modng = ny — 1)

ni n2

[da D. e 4.
D. mMOM (1, np) +1 - = | 2MCMmna) | | mMOMOsi) | (g, )

ni n2
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mMCM (ny,n2) +1—2 = mMCM(n1,ng) | mMCM(n1,n2) [da F.]

E.

ni n2
F. 2 —1=mMCM (ny,ng) — "MAMmna) _ mMOMmma) 14, @)

1 n2
G r—1= ninamMCM(ni,n2)—nomMCM(n1,n2)—nimMCM(ni,n2) [da H. ]
ning
H 7 — 1= mMMhuna)(unz—ny—m) [da 1]
ning

. x—1=m % [da J.]
J.ox—1=mu-bie-bl [da 2., per la definizione di s e per la

MCD(n1,n2)
proposizione 4.7]

ii. (mMMCM (nq,n2) + 1) modny # 0 [da 4.]

iii. (mMCM (ny,ng) + 1) modny # 0 [da 4.]
(b) mMCM (ny,ns) — 1 & soluzione del sistema 8.3 [da m € N*| i., ii. e iii.]
i. mMCM (ny,ng)—1—2 = LmMCM(m’m)*lJ + LmMCM(m n2) J [da A.,

ni n2

per la proprieta 2.21]
A. mMCM (ny,ng) — 1 — 2 =
L@@mﬂ@”—«mMCMﬁan—1ﬁmﬂnp:m—JH{@£M@ﬂﬁ%

ni n2

[da B. e 4]
B. mMCM (ny,n9) — 1 —z = {—mMC%E”W?)J — 1+ L_WMCM(MM)HJ

n2

[da C., per la proprieta 2.21]
C. mMCM (ny,ng) — 1 —x =
LmMCM(m’m)J + {mMCM(m’m)J —((mMCM (nq,n2) — 1) modny = ny — 1)

ni n2

[da D. e 4.

D. mMCM (ny, o) — 1 — = | ZMOMmna) | g | mMCMmna) | g
[da E.]

E. mMCM (ny,ny) — 1 —x = %W—l—i—%ﬁmm)—l [da
2.~(a)-1.-E.]

ii. (mMMCM (nq,n2) — 1) modn; # 0 [da 4.]
iii. (mMCM (n1,ny) — 1) modng # 0 [da 4.]
(¢) x4 (c+1)m =mMCM (ny,n2) + 1 [da (i.)]
i x =14 (c+1)m=mMCM (ny,ns) [da (ii.)]
ii. ¢+ 21 4+ 1 =MCM (ny,np) [daiii. e 2.]
ili. ¢4+ s = MCM (nq,ny) [per il corollario 3.1]
(d) z+ (¢c+1)m —2=mMCM (ny,ns) — 1 [da (c)]

3. Se il sistema ha due soluzioni distinte

(a) Siano n’ ed n”, n’ > n” > 0 due soluzioni del sistema.
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i. n’ —1=mMCM (ny,ns), m € N [da ii. e iii.]
ii. (n’—1) modn; =0 [da A.]
A. ”I_l—‘ + ((n — 1) modn; = 0) = [per la proposizione 2.21]

ni

n
ni

0]
n_iJ + 1 = [da (a), per il lemma 8.1]

-‘ = [da (a): essendo n’ soluzione del sistema, si ha n’ mod ny >

M—:J + 1) + 1 = [da (a), per il lemma 8.1]
L%J + 1) + 1 = [per la proposizione 2.21]
n’fl-‘ + 1

1) modny = 0 [come ii.]

n' —1—(n —z)=[da (a)-i.]
mMCM (ny,n) — (n' —x) = [da (a)]

/

mMCM (ny,ns) — L”—J - L”—/J = [dai. eii]

ni ng

. mnsa _ mmni —
mMCM <n1’ n2) MCD(n1,n2) MCD(ni,n2)

mMCM(n1,n2)MCD(n1,n2)—mnao—mni __

MCD(n1,n2) -
mnins—mng—mmni __
MCD(n1,n2) o

m e *(Zf;;l)l = [per la definizione di s e per la proposizione 4.7]

m(s—1)

i ;;—J = [da (a)-i]
mMCM(nl,ng)—f—l

ni

MO0 | (1 MOM (11, 1) oy — 1 — 1) =

_mMCM(nl,ng)J —(0=m —1) =

ni

MJ = [perché MCD (ny, ng) MCM (ny,ns) = ning|

J = [per la proprieta 2.21]

ni

mMCM(nq,n2) ning _
ni MCD(n1,n2)MCM(ni,n2) |

mn2 _
MCD(ni,n2) | —
~ mno
MCD(n1,n2)
!

ii. _Z—QJ = oD [da (a), scambiando ng ed n4]

(¢) m >0 [dai., i—A. e i.-B., per assurdo]
i. Sem =0

A. Tl sistema ha una sola soluzione [da B., perché le soluzioni devono

essere positive]

B. mMCM (ny,ny) —1 <0 [da (a) e (a)-i.]
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4. ny > 1, ng > 1 [perché il tratteggio ha spazi e per la proprieta 8.1]
m

Proposizione 8.5. Sia T = (ny,ns) € L? avente spazi, T # (2,2), sia v € N* e sia-
nos = [{yspazio di T |0 <y < MCM (ny,n9)} ec=[{zclasse di T | 0 < |z| < MCM (nq,n2)}|.
Sia inoltre m € N*. Allora ciascuno dei due interi

z+ (c+1)m =mMCM (ny,ng) + 1

z+ (c+1)m—2=mMCM (ny,ny) — 1
¢ soluzione del sistema 8.3 se e solo se v —1 =m (s —1).

Dimostrazione.

1. Se x — 1 =m(s—1), allora mMCM (ny,n2) + 1 e mMCM (ny,n2) — 1 sono

soluzioni del sistema 8.3 [per la proposizione 8.4]

2. Sex—1#m(s—1)

(a) I sistema 8.3 ha una sola soluzione n [per la proposizione 8.4]
(b) n# mMCM (nq1,n2) — 1 e n # mMCM (ny,ns) + 1 [da (c)]
(¢) (nmodny #ny —1V nmodng # ny — 1)A(nmodn; # 1 V nmodngy # 1)
[da (d) e (d)-i.]
(d) Se=(nmodny #ny —1V nmodng # ny — 1)A(nmodn; #1 V nmodnsy # 1)
i. Il sistema 8.3 ha due soluzioni distinte [da iii., iii.—A., iv. e iv.-A.]
ii. (nmodn; =ny —1 A nmodny =ny —1)V(nmodn; =1 A nmodny = 1)
[da (d)]
ili. Senmodn; =n; —1 A nmodns =nye — 1
A. Tl sistema 8.3 ha due soluzioni distinte [da 1. e B.]
. n+ 2 ¢ soluzione del sistema 8.3 [da C. e iii.]

B
C.n+2—x= L"—”J + L"—”J [da D., per la proprieta 2.21]
D

ni ng

ni

. n2—z = {”—“J +((n+1) modn; =ny — 1)+ L"—HJ +((n+1) modny = ny — 1)
[da E. e iii

n2
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G on—g="mmzb "_(Zi_l) [da H.]

ni

n—n mod nq n—n mod ny
i [da 1]

Hn—z=

L. n—z = {EJ + LﬂJ [da 1., in particolare dal fatto che n &

ni n2

soluzione]
iv. Senmodn; =1 A nmodny, =1

A. 1l sistema 8.3 ha due soluzioni distinte

B. n — 2 ¢ soluzione del sistema 8.3 [da C., L. e iv/]
C.n—-2—x= Vn—_fJ + L"n—_fJ [da D. e I, per la proprieta 2.21]
D.n—2-o=|2t] 14 |2l ~1[daE. civ]
En-2-z=21_-14+21_1][daF|]
ni no

F.n—z=""2+21[daG]
G. n—1r— n—n mod ni + n—n mod ny [da H]

ni ng
Hn—-—z = L%J + L%J [da 1., in particolare dal fatto che n e

soluzione]
[. n > 2 [si ottiene da iv., dan —z = UL—IJ + L%J edaT # (2,2):

tralasciamo i dettagli]

]

Considerando globalmente il lemma 8.1, la proposizione 8.4 e la proposizione 8.5,

abbiamo imparato che, se ny > 1, ny > 1 e (ny,n2) # (2,2):

e Il sistema 8.3 ha due soluzioni distinte se e solo se x — 1 = m(s—1) =
m% per qualche m positivo, nel qual caso le soluzioni sono MCM (nq,ny)+
1.

e Nei casi in cui il sistema ammette una sola soluzione, questa non puo essere
MCM (ny,n2) + 1: ciascuno di questi due valori € soluzione solo quando il

sistema ammette due soluzioni.

(ni=1)(ne—1)—-1 _ 2.4-1 _
ll\/ICD(n21,n2) == =7 Per

xr =8 quindi si ha x — 1 = s — 1 ed il sistema corrispondente:

Ad esempio, siano n; = 3 ed no = 5. Allora s — 1 =

n—8=3]+[%
nmod3 # 0
nmodb # 0
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ammette le due soluzioni n = 14 = MCM (3,5) — 1 ed n = 16 = MCM (3,5) + 1.
Infatti 14 — 8 =6 = L%J + L%J el6—-8=8= L%J + L%J e nessuno dei due e
multiplo di 3 o di 5.

Per x = 7, invece, si ha una sola soluzione n = 13; infatti 13—7 =6 = [%J + L

|1

e 13 non e multplo né di 3, né di 5.

Lemma 8.2. Siano ni,ny € N, ny > 1, ny > 1. Siano x € N* ed n una soluzione

del sistema 8.3. Sia inoltre nmodn, # ny — 1 oppure nmodng # ny — 1. Allora

(= 1) (moz — 1)+ o+ | 2| . VJ

(n1—1)(ng — 1) ny

Dimostrazione.

\‘(nl—l)(ngx—l)_}m_}'_ {%J

=) J =+ L%J [da (a), per la proprieta 2.23]

(a) (H FD (n—1) (no —1) < (n1 — 1) (noz — 1)+ + Lﬂ <

n2

< (z+|2]) (m = 1) (2= 1) +1) [da (b) e (©)
b) (24 |2]) =D (2= 1) < (1 = 1) (mz = 1) + 2+ | 2] [da i)
ﬂJ) (np—=1)(ng—1)—1) < (ng — 1) (ngx — 1) [da ii.]
ﬂJ) (nins — 1 — o) < (1 — 1) (naz — 1) [da iii]

iii. || (ning —ny —ny) < (n1 — 1) (ner — 1) — (nang —ny —nz) o [da
iv. (ning — ny — ng) < nynex — Ny — Nex + 1 — nynex + nyx + nox
[da v.]

(

ning —ny —ng) < —ng + 1+ nyx [da vi]

vi. |t (ning —mny —ng) < 14 ny (x — 1) [da vii., perché n & soluzione

del sistema 8.3]
vii [2] (ume —ny = m2) <14y (n - FJ - UTJ - 1) [da viii]

n2

viit, [ 2| ny(m—1) <14m (n - L%J - 1) (da ix.]
ix. (n —nmodny)(n; —1) <1+mnn—n+nmodn; —n, [da x|
X. (—mmodny) (n; — 1) <14 nmodny; —n; [da xi.]
xi. nmodny (n; — 1) > ny — 1 —nmodn; [da xi.]

xii. n; —1>ny — 1 —nmodn, [perché nmodn; > 0]
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(© (m=1) (mz—1)+a+|2| < (o+ | 2] +1) (m = 1) (2= 1) [dai]

1.

il

1il.

1v.

V1.
vil.
viii.

1X.

xl.

Xii.

Xiil.

X1V.

XV.

XVI.

XVil.

XViii.

XiX.

2

(ny — 1) (now — 1)—1—(1‘—1— L%J + 1)—1 < (x—i— L%J + 1) (ning —ng —ng + 1)
[da ii

(
(

—

i

3

1
1—D(ner—1)—1< (x + {%J + 1) (ning —ny — ng) [da iii.]
1

ny —
[da iv.]

ninex —ny —nex — (x 4+ 1) (nyng — ny — ng) < (nyng — ny — ngy) L"_QJ
[da v.]

NN L—N1 —N2X—NNaT+N1 THN2T—N1Na+N1+Ng < (NiNg — Ny — No) {%J
[da vi.]

nix — ning + ng < (Nqng — ny — na) L%J [da vii.]

) (noz —1)=1—(z + 1) (mnz —m1 —n2) < (mng —n1 —no) LEJ

n2

nix —ng (ng — 1) < (nyng — ny — ny) L%J [da viii.]

mz —ny (n — 1) < (n — 1) (ng — 1) [#J . L%J [da x.]

nmr + L%J <(m—1)(na—1) H—QJ + 72 (ny — 1) [da xi]

e 8] <00 (0[] )

iz + L%J < (ny —1) <n — nmodng — L%J + n2) [da xiii., perché

n & soluzione del sistema 8.3]

m(n-|2] = 2])+]2] < -1 (n-nmodn, - | 2] + 1))

nx —ng (ng — 1) < (ngng —ny —ng + 1) LEJ — {ﬂJ [da ix.]

[da xiv.|

7[1dl <n—] L%J)%—L%J -y L%J <(n;—1) (n —nmodnsy — L%J +n2>
(ng —1) (n — L%J)—i—n—nl L%J <(n;—1) (n —nmodny — L%J + n2>
[da xvi.|

n < (ny —1) (ng — nmodngy) + ny L%J [da xvil.]

n < (ny — 1) (neg —nmodny) +n —nmodn, [da xviii.|

nmodn; < (ny — 1) (ng — nmodny) [da xix., xix.—A., xx. e xx.—B.]
Senmodn; =n; — 1

A. nmodn; < (n; — 1) (ng — nmodny) [da B. e xix.]

B. n1—1 < (n; — 1) (ng — nmod ny) [da C., moltiplicando per n; —1]
C. 1 <ny —nmodny [da D.]

D. nmodny < ny — 1 [da xix., perché nmodn; # n; — 1 oppure

nmodny # ng — 1]
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xx. Senmodn; <n; —1
A. nmodn; < (n; — 1) (ng — nmodny) [da B.]
B. (n1 — 1) (ng — nmodny) > [da C|]
ny — 1> [da xx.]
nmod n,

C. ng —nmodny > 1 [da D]

D. nmodny, <ng—1

O

Si puo dimostrare che, se neghiamo l'ipotesi che nmodn; # n; — 1 oppure

nmodny # ny—1, cioe se supponiamo che nmodn; = n;—1 e che nmod ny = no—1,
(nlfl)(n2x71)+z+L%J B
(n1—1)(n2—1) B

vale la stessa uguaglianza del lemma con la parte intera per eccesso: {

x4+ L%J Lasciamo la dimostrazione al lettore, come esercizio.

Proposizione 8.6. Siano ny > 1, ny > 1, (ny,ng) # (2,2). Sia inoltre x € N*.

Allora lintero:

I (Eo= o)

¢ soluzione del sistema 8.3; se il sistema ammette due soluzioni distinte, esso ¢ la

pit grande delle due.
Dimostrazione. L’enunciato segue da 1., 1.—(a), 2., 2.—(a).

1. Se il sistema 8.3 ammette una sola soluzione

(a) t-spazio,,) ({%J) ¢ soluzione del sistema 8.3 [da (b), (c) e
(d)]

(b) Sia n la soluzione del sistema 8.3 [da 1.]
i. nmodng #n; — 1V nmodny # ny — 1 [da ii.]
ii. = (nmodn; =n; —1 A nmodny =ny — 1) [da iii.]
iii. =3m € N: n = mMCM (ny,ny) — 1 [da 1. e 1.—(b), per la proposi-

zione 8.5]

n

|z =n— (o4 |2]) [da )

ii. nmodny # 0 [da (b;]

M

(c) n = t_spazio,, <a: + LED [da i. e ii., per la proposizione 8.1]
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(d) o+ m _ mll ety 1J [da i

1.

ii.

iii.

1v.

(ny — 1) (nox — 1)+ 2+ LL—"QJ = [da ii. eiii. e iv., per la proposizione
8.1]
t_Spazio(,, _1)(ny—1y) (M1 — 1) (ngz — 1)) = [da v., per il corollario
8.1]

ni—1)(ngzx—1)—1
(1 —1) (nox — 1) + {((731_1))((;2—1))—1 J

{(m_l()é:li)_(i);_zlﬂWJJ =x+ L%J [da (b), (b)-i. e dalle ipotesi del

teorema, per il lemma 8.2]

Sia r = ((nl —1)(ngx —1)+ 2+ L%J) mod (ny — 1) (ng — 1)

r # 0 [perché dall'ipotesi B. si ottiene l'assurdo R.]

A (ng—1)(ng—1) (x—l— L%J) +r=(my —1)(ngx —1)+z+ L%J
[da ii. e iii.]

B. Ser=0

C. (n — 1) (ng — 1) (:r—l— Lﬂ) — (1 — 1) (nox — 1)+ 2+ m [da

n ) (= 1) (ng — 1) = 1) = (ny — 1) (ngz — 1) [da C|]
) (ning —ny —ng) = (ng — 1) (ngz — 1) [da D.]

i
2
2

+ + +
E

L ) (ning —ny — ng) = nyngx — nax — (ng — 1) [da E.]

@ = = U

NiNoT — M T — Nox) + (N1ng — Ny — ng) L%J = NN2T — NoT —
ny — ) [da F]

(
(

H. (ning —ny — ny) {QJ =maz— (n; — 1) [da G|
(

n2

ning — Ny — Ng) L%J =n <n — L%J - L%J) —(ny; — 1) [da H.
e da (c)]

M)

J. (ning — ng) L%J =m (n - L%J) —(n1—1) [da 1]

K. (g — 1) mp2enmedns — (i — 2onmedm ) (g, 1) [da )]

L. (ny —1)(n —nmodnsg) =nin —n+nmodny — (n; — 1) [da K]
M. (ny —1)(n—nmodny) = n(ny —1) + nmodn; — (ny — 1) [da

(ny — 1) (n —nmodny —n+ 1) =nmodn, [da M.]
O. (ny — 1) (—nmodny + 1) = nmodn, [da N.]
(ny — 1) (—nmodng + 1) > 0 [da O. e perché, per (¢), nmodn; >
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Q. —mmodny +1 >0 [da P. e vi]

R. 1 < [perché, per (c), nmodny # 0]
nmodny < [da Q.]
1

v. 1l tratteggio ((ny — 1) (ng — 1)) € £! ha spazi

A. (ny —1)(ng — 1) > [perché per ipotesi n; > 2 0 ny > 2, inoltre
ny > 1emny > 1]
2>
1

2. Se il sistema 8.3 ammette due soluzioni distinte

(a) t_spazio,, ({%J) ¢ la piu grande soluzione del sistema 8.3

[da (b) e iv.]
(b) Sia n la pin grande soluzione del sistema 8.3

i. Siano s = [{yspazio di T | 0 <y < MCM (ny,n2)}| e
c={zclasse di T'| 0 < |z| < MCM (nq,ng)}|
ii. z—1=m(s—1), m € N* [da 2., per la proposizione 8.4]
iil. t_spazio,, ({%J) = [da iv.]
t_spazio,,) (% + 1> = [per il teorema 8.1]

m(ny—1)ny
nl(MCD(mvnz)Jrl)il _
ni—1 -

| m(ng—1ning _
MCD(nyng) "1 !

ni—1

nyp—1

m(ny—1)njng
MCD(nq,n9) + 1 —

_MCW]?(L;?,QT&)J + 1=

McD(nr) T 1=
mMCM (ny,n2) + 1 = [da A.]

m(s+c)+1=

m(s—1)4+1+(c+1)m=

r+(c+1)m=

x4+ (c+ 1) 2= = [da 2., 2.—(b) e 2.~(b)-i., per la proposizione 8.4]
n

A. ¢+ s=MCM (ny,ny) [da 2.—(b)-i., per il corollario 3.1]

iv. LWJ = [da A]

(n1—1)(n2—1)—1
(n1—1)(ng—1)—1
{‘”f”(”%miww%“)—l)—lJ _

(n1—1)(n2—1)—1 -
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(n1—1)<#@((nl—l)(nz—l)—l)—kng—l)—1
(n1—1)(ne—1)—1

_(nl—l)(stﬂm((nl—l)(nz—l)—lw+(n1—1)(n2—1)—1
(n1—1)(n2—1)—1

(m—1)( sy (M —1) (n2—1)-1)
(m1—1)(nz—1)—1

>J + 1 = [perché il denominatore di-

vide il numeratore]
mn2

(”lfl)m((”lfl)(mfl)*l)

(n1—1)(n2—1)—1
m(ni—1)no
MCD(n1,n2)

A. z = [da 2.—(b)-iii.]
m (s —1) 41 = [da 2.-(b)-i., per la proposizione 4.7]
(n1—1)(n2—1)—1 _
m (—;ACD(;M) +1- 1) t1=

(n1—1)(ne—1)—1
MCD(nl,ng) + 1

+1=

m

]

Si noti che l'ipotesi (n1,n2) # (2,2) ¢ fondamentale, altrimenti la parte intera
L%J non sarebbe definita perché sarebbe (ny — 1) (ng —1) =1 =0.

Corollario 8.3. Sia T = (ny,ns) € L? avente spazi, T # (2,2). Allora per ogni

r € N, R (1 —1)(nox —1) —1
Pazio,, Q (ng —1)(ng —1) -1 D

e uno spazio di T .

Dimostrazione.

(nl—l)(ngx—l)—1J>

1. Sian = t_spazio(nl) (L (n1=1)(n2—1)-1

2. n & uno spazio di T [da 1. e (a), per la proprieta 3.15]

(a) nmodny # 0 e nmodny # 0 [da (b)]

(b) n & soluzione del sistema 8.3 [da 1., per la proposizione 8.6]

]

Il corollario 8.3 € importante, perché presenta una funzione che genera solo spazi
di un tratteggio lineare 7. Si noti che essa non puo generare tutti gli spazi di 7.
In particolare, gli unici spazi di T' che non possono essere restituiti dalla funzione
costituiscono l'insieme, che chiamiamo S, delle pit piccole delle due soluzioni del
sistema 8.3, nei casi in cui questo abbia due soluzioni. Infatti, nei casi in cui il

sistema ha una sola soluzione, essa coincide col valore calcolato dalla funzione, ma
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non puo appartenere ad S, per la proposizione 8.5; d’altra parte, quando il sistema
ha due soluzioni, la funzione calcola la pit grande delle due, quindi di nuovo il valore
assunto dalla funzione non puo appartenere ad S.

Se consideriamo ad esempio il tratteggio (3,4), i suoi spazi minori di MCM (3,4) =
12 sono 1,2,5,7,10 e 11. Di questi, solo 11 non puo essere restituito dalla funzione,

perché corrisponde alla pit piccola soluzione del sistema, avente due soluzioni:

n-6= ] +13]
nmod3 # 0
nmod4 # 0

Tutti gli altri spazi, comunque, sono calcolati dalla funzione

: n1—1)(nox—1)—1 . 2dr—1)—1 3| 2Mde—1)-1 4
t_SpamO(m) q%p = t_spaz1o(3) (L%J) = Lts% .

FETSAES R e ECIE
e pera=2 |l = AR e o
o perz = 3: 3L%J*1 _ 3L%J*1 = |21] =5
e porz =4 |LEE I BRI iy g

3 L2<4z;1)71J 1

881 | _
e perz=>5 |—F 1| = 3 52J ! — |21 =10

Per # = 6 invece si ottiene il valore 13, che ¢ il successivo spazio di (3,4), dopo 11:
quest’ultimo e quindi completamente “saltato”. Chiudiamo questo paragrafo correg-
gendo questo “difetto” della funzione, ottenendone una simile che calcola esattamente

t_spazio nel secondo ordine.

Lemma 8.3. Sia T = (ny,ny) € L* avente spazi, T # (2,2). Sia f : N* —
N tale che f(x) = t-spazio,, (L%J) per ogni x € N*. Sia s =
{y spazio di T'| 0 <y < MCM (ny,n9)}|. Allora, per ogni x € N*, f(z+s—1) =

f () + MCM (nq,ns).
Dimostrazione.

. f(x+s—1)= f(x) +MCM (n1,n2) [da 2.]

. (n1—1)(n2(z+s—1)—1)—1 o . (n1—1)(noz—1)—1
2. t_spazio,,) <L - (n1—21)(n2—1)—1 J) = t_spazio(,,) ({WJ)jLMCM (ny,ng)
[da 3. e 4]
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3. Siano y = {

(n1—1)(n2(z+s—1)—1)—1

(n1—1)(n2—1)—1

(n1—1)(nox—1)—1
(n1—1)(n2—1)—1

J e ¢ = MCM (nq,ns)

4. t_spazio,, (y) = t_spazio, (z) + ¢ < [per il teorema 8.1]

ni—1

ni—1

ni—1

n1y71J — {nlr—lJ NP EN

n1y—1J . \‘nw—lJ —

ni—1

=Cc<=

nly—l—(nlx—l)-i-(nlx—l)mod(nl—l)J —ce
L ni—1
nl(y_m)ﬂnlnﬁ__ll) mod(m-b | _ ¢ [per la proprieta 2.22]
ni(y—x) (n1z—1)mod (n1—1)+n1(y—z) mod (n1—1) |
s+ | U] — e [da (a)
"11\/[((731113(_7731),7;?2) (n1z—1) mod (n1—1)+n1h£]13(_7%m0d (n1—1)
ni—1 ni—1

+(n171)ﬁm mod (n1—1)

ny—1

nin2

(nll)MCS%SlQanz)J n \‘(nlzl) mod (n1—1)

(n1z—1)mod (n1—1)

MCD(n1,n2)

MCD(n1,n2)

MCD(n1,n2) + L
=C<=

= MCM (nl, ng)

nin2

ninz

ni—1

(a) y —x = [da 3]

(n1—1)(n2(z+s—1)—1)—1

(n1—1)(n2—1)—1
(n1—1)(n2(z+s—1)—1)—1—((n1—1)(n2z—1)—1)+((n1—1)(n2z—1)—1) mod ((n1 —1)(n2—1)—1)

ni—1

J:c<:>

(n1—1)(n2—1)—1

J _ L(nlfl)(nzxfl)fl

J = [per la proprieta 2.22]

|=ce

(n1—1)(n2—1)—1

(n1—1)(ne—1)—1

MCD(n,ng)

J:

(n1—1)(n2(z+s—1)—1—(nox—1))+((n1—1)(nox—1)—1) mod ((nl—l)(nz—l)—l)J _
(n1—1)(n2—1)—1

| (n1—Dna(s—1)+((n1—1)(naz—1)—1) mod ((n1 —1)(na—1)—1)

[da (b)]

_(nlfl)ng

(n1—1)(n2—1)—1

_(nl1)n2(("11)(nzl>1>+((n11)(n2;tl)1)m0d((n11)(n21)1)J -

MCD(n1,n2)

(n1—1)n2

MCD(n1,n2)

(b)

g = (n1—1)(n2—1)—
- MCD(nl,ng)

i {((nlfl)(nﬁq)q)mod((n171)(n271)71)J B
(n1—1)(n2—1)—1

L1 [per la proposizione 4.7]

Teorema 8.2. Siano T' = (ny,ns) € L% avente spazi,
ed s = |{y spazio di T |0 <y < MCM (ny,n9)}|. Per ognii,j € {1,2}, i # j e per
ogni x € N*:

Down

Dimostrazione.

: -

_spazio) = ¢ Azx. L

) (ms(o| £ )1

s

1) MCM(n;,n;)

(ni—1)(n; 1)1

ses|x

)~ J altrimenti

CAPITOLO 8. T_SPAZIO LINEARE

Jos |

J:
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z (p, — 1) MOMming)

T—T[4] Y — s zm
(1-spazio) = 3 Ar. oG LD e
n;—1)(n;—1)—

perché t_spazio lineare & downcast-sicura]

ses|x

1. Down [da 2.,

Z(n; —1)n; ses|x .
2. \x (ni—1)(ny (2= | 2 ])=1)—1 e Down? =Tl (t_spazio) [da 3.-(a)
L - (n¢j1)(njj1)f1 J altrimenti
e 4.—(a)]
3. Sestx

(a) Sia f: N* — N tale che f (x) = t_spaziogy q%b per ogni
x € N~

(b) t_spazior (z) = f(xz—[%]) [da (c), (c)-i., (d), (d)-i. e (d)-ii., per

induzione]

(c) Se |[£] =0

S
i. Sia t_spazioy (z) =n

ii. t_spazioy () = n < [per la proposizione 8.3]

p
T
nmodn; # 0 & [da iv.]
| nmodny #0
=[]
nmodn; # 0 < [da iii., per la proposizione 8.6]
| nmodny #0
n=f(z)
noe= i)+ ]
iii. Il sistema ¢ pmodn; #£ 0 ha una sola soluzione [da A.]
nmodng # 0

A (s—=1)1(x—1) [da B.]
B.s—1>xz—1[dav]
A. n=[dai]
t_spazio, (x) < [da v., per monotonia di t_spazio]

t_spazioy (s) < [per definizione di s]
MCM (nl, ng)

v. s >z [da (c)]
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(d) Sea= %] >0
i. Supponiamo che L%J < a = t_spazioy (z') = f (ZL‘I — L%J) [ipotesi
induttival
ii. t_spaziop (z) = [da 5., per il corollario 3.6]
t_spazioy (z — s) + MCM (ny,ny) = [da i.]
f(z—s—[=2]) + MCM (ny,ns) =

4. Se s |z

(a) t_spazioy (z) = [da (b), (b)-., (c), (¢)-. e (c)-ii., per induzione]
MCM (n1,m) T —1=

MCM (nz M )

is(ni—1
el Tzi,l = — 1 = [per la proprieta 2.21]
niz(ni,l)w,l

- ey = [per il teorema 8.1]

MCM(ni,nj)>

ng

t_spaziory (f (n; — 1)
(b) Se £ =1
i. t_spazioy (z) = [da (b)]

t_spazioy (s) = [per definizione di s e perché MCM (ny,n3) — 1 € uno
spazio di T
MCM (nl, HQ) —1
(c) Se £ >1

i. Supponiamo che per ogni y multiplo di s: £ < £ = t_spazioy (y) =
MCM (’I’Ll, TLQ) % —1

ii. t_spazios (z) =[da 5., per il corollario 3.6]
t_spazioy (z — s) + MCM (ny,ny) = [da i.]
MCM (nl, ng) =s + MCM (nl, ng) —1=

s

MCM (nl, ng) % —1

5. T & un tratteggio periodico finito con lunghezza di un periodo fondamentale

pari a MCM (ny,ns) [per la proposizione 4.8]



Appendice I - Calcolo di t_valore

senza conoscere t

Finora 1'unico modo che abbiamo per calcolare t_valorer (x) € calcolando prima
tr (z), essendo t_valorer (z) = T (tr (x)). Tuttavia, si pud concepire la funzione
t_valorer (z) svincolata da tr, nel senso che si potrebbe calcolare la prima senza

saper calcolare la seconda: in quest’appendice esploriamo proprio questa possibilita.

Notiamo anche che uno studio di t_valorer (z) aggiungerebbe qualcosa di nuovo
rispetto allo studio di t dei capitoli 6 e 7. Infatti t_valorer, a differenza di tr, non e

T—T' T'—T

- = " (t_valore) possono contenere piu di

iniettiva, dunque Down (t_valore) e Up
un elemento, per particolari scelte di z, T e T'. Di conseguenza, t_valore non ¢ né
downcast-sicura, né upcast-sicura (a differenza di t, che non ¢ downcast-sicura ma
& upcast-sicura).

La seguente congettura si puo inquadrare nell’ambito del paragrafo 6.5, in quanto
I'intento ¢ di esprimere t_valorer (z) come somma della stima del teorema 6.3 e di

una opportuna correzione, qui indicata come a (T, z):

Congettura 8.1. Sia T = (ny,ns) € L2, con ny < ny . Per ogni x € N*:

ninaT
ny + No

t_valorer () = L J +a(T,z)
dove a : L? x N* — N ¢ definita nel modo sequente:

a((my,mg),x) =b((my,mg),zmods)

dove s ¢ il numero di spazi di (my, my) minori di MCM (nq,ng) e b: L2 x N* - N

¢ definita nel modo sequente:

c((my,mq),x) semy>my(my—1)
b((ma,my) , ) =
d((my,mz),x) altrimenti

225
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dove c: L2 xN* = N ed: L? x N* = N sono definite come seque:

(k—1) modmy + 1 se Jy e N: { p)yJ:r
c((my,mq),x) = ﬁLkJ modm;  se kmodn =1 ‘ _
altrimenti
(k—1) modm, altrimenti

m= c((ml,mg +m?),

A(z—1)
d((ms,ma) ) — ot [0 ])

c ((ml,mg +m3),x+ Vx J +my — m) —my +m  altrimenti

dove:

o n = t_valore(m, m,) ()

o — MCM(m1,m2) r+1

m2

n=(my—my(m; —1)) modm?

.« p= MCMén%,ﬁ)

l = ’Vngfnl(nlfl)-‘ p + MCM(TL%,ﬁ)

ny ny

— MCM(m1,mz2) (I—p)
k= |{ye o xagpen]y ) >0}

semgml—L



Parte 111

Tratteggi dei quozienti
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Capitolo 9

L’algoritmo per il calcolo del
M.C.M.

Se cerchi cose complicate, osserva meglio quelle semplici.

L’algoritmo per il calcolo del minimo comune multiplo (M.C.M. o MCM) ¢ alla base
della teoria dei tratteggi. Nato attraverso lo studio dei tratteggi lineari, ha portato
in modo naturale alla definizione di un’altra classe di tratteggi, quelli dei quozienti.
In questo capitolo vedremo alcune proprieta dell’algoritmo in sé; le proprieta dei
tratteggi dei quozienti che da esso traggono origine sono oggetto della terza parte
del libro.

L’algoritmo ha una forma “base” ed una generalizzata. Cominciamo dalla prima,

perché e quella che fa emergere tutte le idee essenziali.

9.1 L’algoritmo per il calcolo del M.C.M. - forma

base

L’algoritmo per il calcolo del M.C.M. ha come input due numeri ny,ny € N* e come
output una terna <k, (@) s (M) ey k), dove k € N* e ¢,,r, € N per ogni

n € {1,...,k}. Lo pseudocodice ¢ presente nel riquadro Algoritmo 9.1.

Esempio 9.1. Applichiamo [’algoritmo con ny =6 e ny = 8.
Nella prima iterazione del ciclo si ha n =1 e dobbiamo dividere ny + 19 = 8 + 0
per ny = 6:
8=6-142

da cui n =1 ed ry = 2.

229
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=1,... =1,...

Input n;,ny € N*
Output k € N*, ¢,,,7, € N per ognin € {1,...,k}
To < 0
n«—0
ripeti
n«—n+1

n2+rn—1
o [P

ni
Tn < (ng + 7rp—1) modny
finché r, =0

=1l,...,k 7\ W n=1,...,

Nella seconda iterazione si ha n = 2 e dobbiamo dividere ny +1; = 8 +2 = 10
per ny = 6:
10=6-1+4

da cui ¢ =1 ed ro = 4.
Nella terza iterazione st ha n = 3 e dobbiamo dividere ny + 19 = 8 +4 = 12 per

ny = 6:

12=6-240

da cui g3 =2 ed r3 = 0.
Ora r, = r3 = 0, quindi il ciclo termina e ’algoritmo restituisce l'intero 3 e le
terne (7"1, T2, T3) = (27 4a O) € (Cha q2, q3) - (17 ]-7 2)

-----

del MCM con input nie ng, e sian € N*. Allora poniamo:

ke =k

_— qn sel<n<k
qn = . .
Gnmod* k  altrimenti

Inoltre, per n € N, poniamo:

0 sen =20
T, =4, sel<n<k

Trmod* & Gltriments

Utilizzando le notazioni appena introdotte, dall’algoritmo segue che:
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Osservazione 9.1. Vn € N*:
ni,n
o 12 — n2+rn1—1 2
qr T

o 2 = (ny +7,7?) modmny

ni,n2

— In particolare, 1 = nymod ny

o 2 = (& kM2 | n

Dimostrazione. 1 primi due punti derivano rispettivamente dall’istruzione 7' e dal-

l'istruzione 8.

Dimostriamo che r7"2 = ( & k™72 | n:

Se n = k™" vuol dire che l'algoritmo ¢ appena terminato (perché k™ "2 ¢
per definizione 1'ultimo valore assunto dalla variabile n), quindi la condizione

r_n > 0 e falsa, dunque r_n = 0. Allora, usando la notazione 9.1, n = k™"2

1,12 ni,nz

e0=r_n=r, = Tpnimo

Se n < k™™ ci vogliono altre iterazioni prima che I’algoritmo termini (perché
il valore finale assunto da n & per definizione £™"2), quindi la condizione r_n

> 0 e vera, cioe r't" > ()

ni,n2 ni,n2
Sen > k™M e KM | n, itz =02 = T =0

ni,ng n1,Mn2 ni,ng __ ,.n1,n2 _ p.n1,n2
Sen >k ek fn, rpin2 = = T

ni,ng __ ,.M01,n2
ritt =1, >0

,con 0 <t <k, dunque

Proposizione 9.1. Siano ny,ng,n € N*. r 1% + ¢ > ny & pln2 < "2

Dimostrazione.

1.

2.

3.

rmm2 = [per l'osservazione 9.1]

(a1 + r,"?) modny = [per la proprieta 2.2

m,nz)

nemodn, +r modn; = [per l'osservazione 9.1]

nnz g n1,n2
(r1 1)

mod n;

it =t modng [da r)? < ny, perché si tratta di un resto modulo n4]
" =" modny [da ri""™ < ny, perché si tratta di un resto modulo ny]

4. Se rV 4+ " > g

1Si intende: l'istruzione alla riga 7
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(a) ry P modng +ri"" modn, > n; [da 2., 3. e 4]

(b) s = fda 1]
(r’ill,n2 + Tn1 n2) mod n, = [da ( ) per la proprieté 24]

rit" modng 4+ ;"1 modny —ng = [da 2. e 3]
n17n2 + rnla,nQ nl < [da rnlynQ < nl]
ni,n2

&1

5. Serpt P 4+t < ny

(a) ro?modng + V"™ modny < ny [da 2., 3. e 5]
(b) rmm2 = [da 1]
(r1" 4+ rpt1?) modny = [da (a), per la proprieta 2.4]
rit"™ modng 4+ ) ? modng, = [da 2. e 3]
it et > [da it > 0]

ni,n2
T

6. ri 2+t > ng o2 <" [da 4.-(b) e 5.-(b)]

Proposizione 9.2. Siano ny,ng,n € N*. 7" = nonmodn,.

Dimostrazione. Siano ni,n, € N* arbitrari.

La dimostrazione e per induzione su n.

1. Sen=1

(a) " =nynmodn, [da 1. per 'osservazione 9.1]

n17”2

2. Sen>1lenr”=ny(n—1) modn,

(a) r™"2 = [per 'osservazione 9.1]
(ns +r,1?) modn, = [da 2.]
(ng + ny (n — 1) modny) modn; = [aggiunto e sottratto ng (n — 1)]
(
(

(ngn —n {”2 o DJ) modn; = [per la proprieta 2.1]
n

naen —ng (n — 1) +ng (n — 1) modny) modn, =

naen — (ng (n — 1) —ng (n — 1) modng)) modn; =

onmod ng

3. Vn € N*: r"2 = nonmodn, [da 1.—(a) e 2.—(a), per il principio di induzione]

]
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Corollario 9.1. Siano ny,ng,n € N*. ritm2 = " pmodn;.
Dimostrazione.

1. ¥ = |per la proposizione 9.2]
nenmodn; = [divisione di ny per ng in N]

(m {—J + n9 mod nl) nmodn; =
{ J nymodny) n) modn; = [per la proprieta 2.1]

(ng mod ny)n mod ny = [per l'osservazione 9.1]

r1""™n mod ny

]

Osservazione 9.2. Applicando ’algoritmo per il calcolo del M.C.M. con input n,

ni,n2

ed ny, ed applicandolo con input 1, ed no, si ottiene la stessa sequenza di resti.

Dimostrazione. 1l corollario 9.1 afferma che r7t"2 = r{""nmodn,. Applicando
nl n2
T1 ;N2

"2pmodng, =

la proposizione 9.2, otteniamo che 7] In definitiva, per

nl n2
)

transitivita, rotn2 =yt per ogni n, cioe la sequenza dei resti che si ottengono
con input ny e ng ¢ la stessa di quella che si ottiene con input 71""* ed n;.

O

Corollario 9.2. Siano ny,ny,n € N*. g2 = anJ’"?("_l)mOde.

ni
Dimostrazione.

1L g™ =
{%J = [per la proposizione 9.2]

[per l'osservazione 9.1]

n

na+nz(n—1) mod ny
ni

Proposizione 9.3. Siano ni,ny,n € N*. Zq"“w = {MJ

ni
=1

Dimostrazione. Siano ni,ny € N* arbitrari. Procediamo per induzione su n.

1. Sen=1

(a) qu’"z = [da 1]

q;u,m = [per l'osservazione 9.1]

LnQ-FrS 172 J o
ni -

U—J = [da 1.

5
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2.8en>1e Zq”l’”Q = {—”2(”_1%

ni

(a) qum = [da 2., in particolare da n > 1]
(Zq’“””) + ¢ = [da 2. (ipotesi di induzione)]

ni
ng(n71)fn2(n 1) mod ny + g2 = [per la 9_2]
na(n—

LMJ + qm,nz —

+ ¢""2 = [per il corollario 9.2]
+ {n2+n2(n*1) mOde —

ni

"7'1 "2

"7'1 "2

na(n—

—1)—r
)
ni
T)L + na+na(n—1) mod ni—(n2+nz(n—1) mod ni) mod nq _ [per la 92]
1)—

na(n—

ni
n
nl n2 X n2+rn£’12 (n2+7“ L 2)m0d’l’b1

= [per l'osservazione 9.1]

ni ni
n n n n n n
no (n—l)—rnl’l 2 n2+rn£’1 2 2
71 ni

ngn—r,rfl "2
ni
non—nonmodny __

ny -

5

3. Vn e N*: Zq"l’m = {%J [da 1.—(a) e 2.—(a), per il principio di induzione]

=

O]
Corollario 9.3. Siano ny,ng,n € N*. gi"2 = L%J - Vz(r?l_l)J'
Dimostrazione.
1 qnl,ng —
Z g Z g™ = [per la proposizione 9.3]
[z o
ni ni
O

E interessante notare che, dai corollari 9.2 e 9.3 si ottiene che per ogni ny,ny,n €

N*: LMJ — LMJ = L"ﬁ”?(”’l)m(’d"lJ, poiché entrambi sono uguali a g;*""2.

ni ni ni

Sarebbe un buon esercizio dimostrare questa proprieta facendo uso di quelle viste

nel paragrafo 2.2.

Proposizione 9.4. Siano ny,ns,n € N*. g2 = m—fJ + (rrnz < ),

Dimostrazione.
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1. giv" = [per l'osservazione 9.1]

no4r 112 PN

%—’;“J = [per la proprieta 2.21]
12 4ps mod n .

n2 L%ﬁdl = [per l'osservazione 9.1]

,r,nl’n2+,r,n17n2

m| 4|20 — dad. e 2]

ni

ni,n2 ni,n2

ne | 4 0 ser,;”+mr <n15
1 altrimenti

ni,n ni,

_Z_f_ + (rpty? + 71" > ny) = [per la proposizione 9.1]
_.|_

—1J < [da 2., per monotonial

| .m1m2 | 11,n2
Tn—1 +"11
ni

J < [da 3., per la proprieta 2.25]

2n1 | __
nt |

2
ni,ng

(b) == | =1 [da (a)]

ni

3.t 4™ < [da bl < ng e rt™ < nyl
n—14+4n—1<
2n; — 1 = [poiché 2n; mod ny = 0]
2n; — 2ny mod n; — 1 = [divisione e moltiplicazione per n|

ny 2n1—2r;11m0dn1 —1=

2m |
ny L”l J 1
ni,ng  n1,n2
Tno1 tT J o 0

ni,n2 n1,n2 n
4. r,0077 + 1y <ng = L -

Proposizione 9.5. Siano ny,ny € N k € N. Allora:

Vn e N*:gnm e {k, k+ 1}
1. kn1<n2<(k+1)n1:> ElnleN*ZqZ,l’n2:k;
I eN g " =k+1

n//

2. ng=kny =VneN g =%k
Dimostrazione.

1. knp <ne < (k+1)ny =VneN: g™ e {kk+1} [da (a) e (b)]

235
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(a) Sia kng <ng < (k+1)ny, n e N*
(b) k<gi™ <k+1[da (c)e (d)]

ni,ny

(c) an"
LZ_?J + (rivn2 < ") = [da (a), per la proprieta 2.23]
ko (e <t

= [per la proposizione 9.4]

(d) 0< (rpvm2 < r""™) <1 [per la notazione introdotta nel paragrafo 1.1.2]
2. kny <ng < (k+1)n; = 3In e N*: ¢''"™ =k [da (a) e (b), ponendo n’ = 1]

(a) Sia kng <ng < (k+1)ny
(b) ¢ = [per la proposizione 9.4]

LZ—?J + (ri™™ < r{*™) = [banale, e per la notazione introdotta nel para-

grafo 1.1.2]
LZ‘?J = [da (a), per la proprieta 2.23]
k

3. kny <ng < (k+1)n; = 3In" €e N*: ¢, = k+1 [da (a) e (b), ponendo
n’ = n]

(a) Sia kny <ng < (k+1)ny
(b) g2 = [per la proposizione 9.4]

2+ (rmm2 < p71"2) = [banale, e per la notazione introdotta nel pa-

ragrafo 1.1.2]

Z—f + (r{""ny mod ny < ri""?) = [per la proposizione 9.1]

221+ (0 < r""™) = [per la proposizione 9.2]

ni |

221 + (0 < ngmodny) = [da (a) si ha che ny { ng

ni

22| +1=[da (a), per la proprieta 2.23]

ni

k+1

4. ng =kny = Vn e N : g™ =k [da (a) e (b)]

(a) Siano ny = kny, n € N*

(b) g™ = [per la proposizione 9.2]
na+no(z— 1)modn1J _ [da ( )]

Lknl +kn1 (z—1) mod ny
T
k

perché ny | kny (xz — 1)]

kny
1
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Corollario 9.4. Siano ni,ny € N*, k € N. Allora:
e Vne N : g™ < k& ny <kny

e Vne N :q'v™ >k & ng > kny

Dimostrazione.
1. Vne N*: gt < k & ny < kny [da (a), (b) e 3.]

(a) ng < kny = Vn e N*: g2 <k [dai. eil]
i. Siano ny < knq, n € N*

ii. g2 < [per la proposizione 9.5]

e IR [da i., per la proprieta 2.25]
k—1+4 1= [calcoli
k

(b) ng > kny = 3In € N*: ¢/ >k [dai. eii.]
i. Sia ny > kn,g

ii. Ine N : ¢ >k [da A. e B]

A, In e N g2 = LZ—?J + 1 [per la proposizione 9.5]

B. LZ—?J > k — 1 [da i., per la proprieta 2.24]

2. Vne N*: g™ > k< ny > kny [da (a), (b) e 3]

(a) ng > kny = Vn e N*: g™ > [ [dai. e il
i. Siano ny > knq, n € N*

ii. g™ > [per la proposizione 9.5]

Z—?J > [da i., per la proprieta 2.24]
k

(b) ne < kny = 3In € N*: g™ < k [dai. eii.]
i. Sia ny < kny
ii. Ine N : ¢ <k [da A. e B]
A Jn e N g = LZ—?J [per la proposizione 9.5]
B. LZ—?J < k [da i., per la proprieta 2.25]

3. ne=kny =VneN g =%k

237
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Vediamo ora il teorema che da il nome all’algoritmo:

km1:m2

: MCM MCM
Teorema 9.1. Siano ny,ny € N*, fmn2 = W e S g = W
i=1

Dimostrazione.

1. nok™ ™ modny = [per la proposizione 9.2]

Tenimy = [per losservazione 9.1]

0
2. nq | ngknl’"z [da 1]
3. N9 ’ annl’”Q

4. Se dc € N tale che ny | ceny | ¢

(a) ¢ =ngh [da 4.]
(b) ny | noh [da (a) e 4.
(c) 0= [da (b)]

nehmodny = [per la proposizione 9.2]

Tn
(d) k™™ | h [da (c), per l'osservazione 9.1]

(€) mok™ "= | [da (d)]
noh = [da (a)]

c

5. ngk™ ™ = MCM (n1,ny) [da 2., 3. e 4.—(e), per definizione di MCM]

6. krine = MOMOwm2) (4, 5]

kn1:m2

7. > ¢'""™ = [per la proposizione 9.3]
i=1

nokn1,72
ni
naok™1>"2 —nok™1"2 modny __
2t = [da 1.]
nok™m2
mr—— =l[da 5]

MCM(nq,n2)
n1
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Esempio 9.2. Verifichiamo il teorema con gli stessi dati dell’esempio 9.3, ossia ny =

6 e ny = 8. Applicando 'algoritmo abbiamo ottenuto che k5% = 3, (rf’g, r§’8,r§’8) =

(2,4,0) e (q?’s, qS’B, q§’8) = (1,1,2). Questi risultati sono in accordo col teorema 9.1.
k6,8

3
Infatti 3= k58 = MO ¢ 4 =1 114 2= 3¢0% = T g0% = MO,
=1

7 =1

Il teorema 9.1 fornisce un modo semplice per calcolare il minimo comune multiplo

di due numeri naturali n; e ny: basta applicare ’algoritmo e considerare ny k™™ o
Ekn1m2

ni,n2
n1 Z q; .
i=1

L’algoritmo per il calcolo del minimo comune multiplo assomiglia molto a quello
di Euclide per il calcolo del massimo comun divisore. Dal punto di vista pratico,
se si volesse davvero calcolare il minimo comune multiplo tra due numeri, conviene

calcolare il massimo comun divisore con l'algoritmo di Euclide e ricavare da questo

— nin2
~ MCD(ni,n2)’

perché l'algoritmo di Euclide compie molte meno iterazioni di quante ne compirebbe

il minimo comune multiplo, grazie alla nota uguaglianza MCM (nq, ns)

il nostro algoritmo a parita di input. Tuttavia, il nostro algoritmo ha una grande
importanza teorica nella teoria dei tratteggi, come vedremo a partire dal prossimo

capitolo.

9.1.1 Approfondimenti

Per concretizzare quest’aspetto, applichiamo 1’algoritmo con input ny =5 e ny =8
(il lettore puo provare in seguito anche con 'esempio 9.1, che ¢ un caso abbastanza

degenere e percio non lo consideriamo adesso):

8§ = 1-5+3
11 = 2-5+1
9 = 1-5+4
12 = 2.-5+2
10 = 2-540

Quindi le sequenze dei resti e dei quozienti che si ottengono sono, rispettivamente,
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(Tl,T’Q,Tg,T4,T5) = (37 1747270) € (C]1,Q2aQS7Q4>C]5) = (1727 1a272)

5 = 8:-0+5
10 = 8-1+2
7 = 8047
12 = 8-1+4
9 = 8-1+1
6 = 8-0+6
11 = 8-1+3
8 = &8-1+0

Proposizione 9.6. Siano ni,ny, x € N*. Allora, usando la notazione 9.1:

d
H{n e {l,...;z} | "™ <nymodn,}| = LMJ
ny
Dimostrazione.

L. fne{1,...,z} | r™™ < nymodmn, }| = [per il corollario 9.1]
{n e {1,...;x} | rv"2 < "™ }| = [usando la notazione 9.1]
H{ne{l,...;z} | r{"™nmodn; < r{"™}| =[da 2., 3., 4. e 5]
L% = [usando la notazione 9.1]

z(n2 modnq)
ni
2. SiaA={ne{l,...,z} | r!""nmodn; <ri""™}
3. |[A| =[da4. eb]
‘ 1, ml; QH‘ = [per defninizione di intervallo]

ny,m2
Try
ni

4. Sia f : [1, L#H — N tale che per ogni k € [1, {%H f(k)= [%—‘
5. f € una biezione tra [1, Lxﬁ;ll’"?H e A [da (a), (b) e (c)]

(a) f e iniettiva

i. Siano a,b € [1, VH

ni

i, f(a)=f(b) & [da4]

{%W = [7?1—11’2} & [per la proprieta 2.23]
T 7”1

1
ryt"? G—TI%’ZJ - 1) <nja <rit"™ Lfﬁ{fﬁ?w &
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ni,n nib—nibmod* r;' "2 nim n1b—nqbmod* ™12
12 Tnl,ng 1 + ]. - 1 < nla S ,',.11 2 ,r_nl,ng 1 + 1 @
1

1
nib — nibmod* ri"" < nja < nyb — npbmod* "™ + V" & [sot-

traendo n1b — nibmod* ri""?|

—nibmod* 11" < nya — nib < —ngbmod* V" + V" &
nibmod* ri"" > nib — nja > nibmod* ri"? — 1" = [da iii., iii-
Al iv., ivi-AL v, VAL
a=1"b
iii. Sea=">
A. npbmod* ri""™ > nib — nya > nybmod* ri""™ — r""™ & [da iii.]
nibmod* ri""™ > 0 > nibmod* r*"™ — ri"™ & [perché 0 <
nibmod* ri" < "]
T
iv. Sea <b
A. nybmod* ri""™ > nyb — nja > nybmod* rit" — rit"? =

nibmod* ri"" > nib — nja &
ni,n2

nibmod* riV" > ny (b —a) = [da iv]

nibmod* " > ny < [perché nybmod* ri""™ < ri""™ =nymodny <

nl]
F

v. Sea>b

A. nibmod* V"™ > nib — nya > nybmod* V" — " =
nib —nia > nibmod* rit" — V" &
ni(a—0) > r"" —nibmod* r""™ & [da v.]
ny > rit"™ — ngbmod* rit"? =
ny > ri" & [perché r""™ = nymodng < ny]
F
b mr?l’nQ C A
) £([L]=2]])
n1,ny
i Siake [1, VI—H
ni
i, f(k)€ A [daiii e iv]
i. f(k)e{l,...,z} [dai eAl]
ny,ng
A 1<k< Vrlm J & [per monotonia della parte interal
172
m ni 7
Lnﬁl}nz] < Ll‘fﬁ;‘ S | | & [perché ny > nymodng =
1 1 1

e
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[~ z’r?l TLQJ
1< {%-‘ < % =
_TL1 zr?l’ 2 gl 2modn1
1< ] < i =
"1 "1

13[

ni,n ni,n
nik xry 1 27907"11 2 modn;
] ;70 < T ,70
R > L
1 1

= [per monotonia della

parte interal
n1,m2
< ] < [55] o

"1

1< {%—‘ <z < [dad)]

1

1< f(

ni,n
7,11 2 ’7 nik

rn17n2

n1k—nqikmod* ri1""?

k) <z
ri" f (k) modny =

[da 4.]

> ng-‘ modn; =
1

(n1k — nikmod™ ri™™ + r1"") modn; =

L2 nikmod* 7“"1’"2) modn; =

(ry
((nykryt™ —
rnlyTLZ

(nykri™™ —

ni,n2
1

@ 7 ([1[=5=]]

i. Slan€ A

nr’ﬂl,’ﬂ
.. 1
11. f ({T

n1,n2
nry

ni n1

7,72
1

nr?l M2

ni

+ 1) modn; =

,r,'fl sn2
[per la proprieta 2.1]

[per la proprieta 2.14]

nik) mod ri*"?)

mod n; = [perché (nikri*"™ —

nemodn; < ny]

ni,n2

nik) modri""™ <

)24

J) = [da 4]

T

nry nry

ni,n
1 1n2 mod nq
n1

n1,m2

1

nl,nz_ ni,ny

77.1 n
71

2 m"d’“-‘ = [per la proprieta 2.20]

1,12 d
n_ L%J = [da A]

n

A nri™ modny < ri""™ [dai.]

ny,ngy
nrl

111. L—m JE
ny,n2

nrl

A |
B.1<n<
nl,nz

'I’L’f‘l
c. ==

I CCT’;Il e
Rl

< Lmlnll 2J [per monotonia della parte intera e da B.]

x [dai]

> 1 [perché {%J >0edaD]

nik) modrj
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,r”,.nl 12
D[] 0«
n17n2

nr <Ny <=

n1,Mn
rll 2

n<n =
ritnmodny = r""n = [da B\
i nmodny; > r{"" = [perché n € A = 1]
]

n¢A

ni,nz

Corollario 9.5. Siano ni,ns, x € N*. Allora, usando la notazione 9.1:

ns mod nq
Lo K e < g mod )| = | a0
[{n € {1,... k™ "2} | < nymod g} {MCD(nl,nz)J

Dimostrazione. Basta porre x = k"2 nella proposizione 9.6, ottenendo:

1. {n e {1,..., k™™ } | rv" < nymodn, }| = [per la proposizione 9.6]
k™1:"2 (ny modny)
ni

%21’"2)(”2 modnl)J

= [per il teorema 9.1]

ni

MCM(n1,n2)(n2 modm)J = [perché MCD (ny,ns) MCM (ny,n2) = nyns

nin2

no mod ny
| MCD(n1,n2)

243

nmodn; <

]

Mediante la proposizione 9.6 possiamo dimostrare in modo piu elegante la pro-

posizione 9.3:

Dimostrazione. 1. Zq"l’m = [per la proposizione 9.4]
£ <)
. ¢ n17n2 n1,7’l2
> [x] ?1( )=
i)+ 35 g <ot =
n|22| + |{Z e{l,...,n} | ri"" <"} = [per la proposizione 9.6, ricor-

ni

dando che r"™ = nymod n]

n |2+ V(”%fd”lw = [per la proprieta 2.27]

[ 5]
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Proposizione 9.7. Siano ny,ny, x € N*. Allora, usando la notazione 9.1, l’z-esimo

y € N* tale che ;" < ngmodn, e:

nmx
ny mod ng

Dimostrazione.

1. L’'z-esimo y € N* tale che rj""™ < nymodn; ¢ [ [ -‘ [da 2.

no mod ni

2. n e I'z-esimo y € N* tale che """ < nymodn; se e solo se n = {LW
Y ng mod nj

[da 3., per il lemma del conteggio (lemma 3.1)]

3 { |{y€{1a-~->n}|7“51’"2<n2m0dn1}|:x

— nixT d
|{y€{1...,n—l}|r21’”2<n2modn1}’:x—1 on { —‘[a

no mod nq

=n= {L—‘ [da

no mod nq

4.
4 {yE{l n}]rgl’"2<n2m0dn1}|:x
ye{l —1}]r;‘17”2<n2modn1}‘:x—1
(a), )]
(a) Sia |[{y € {1,...,n}| Tyt < nomodny }| =

(b) Sia Hye {1, ,n— 1} [ rprme <n2m0dn1}| =x—1

(¢) n= [ 1 —‘ [da i., per la proprieta 2.23]

ng mod nq
i. (nomodny) (n—1) <nix < (ngmodn)n [da ii. e iii.]
ii. ny(z—1) < (n—1)(ngmodn;) < nyxz [da A., per la proprieta 2.23]
A zx—1= {%WJ [da (a), per la proposizione 9.6]

iii. nyz <n(ngmodny) < ny(x+1) [da A., per la proprieta 2.23]
A x= {MJ [da (b), per la proposizione 9.6]

ni

5 n— {L-‘ |{y€{1,...,n}|7~gl,n2<n2m0dn1}‘:x da
ns mod ng |{y€ {1,...,71,—1} | 7’51’”2 <n2modn1}‘ —r_1
(a)]
yesl, ..., nggﬂn }|T"1’”2<n2modn1}):x
(@) 2n;1 1 \ [da (b),
yel-- nzmzdnl _1}|7‘Zl’n2<n2modn1}‘:x_1

per la proposizione 9.6]

nl1x
\‘[HQ m})dnl—‘(ng modnl)J —

ni

(b) 1511 (s oy [da (c), per definizione]
(EZ= R

ng mod nq

ni
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ng mod ny

=X

(nlx—nlxmod* (ng modny) +1> (n2 mod n1)
ni

[da (d), calcoli algebrici]

ng mod ny

=z—1

(C) B niz—njzmod* (ng modny) (n2 mod nl)
ni

niz—niz mod* (n2 modni)+n2 modny

=z
(d) - " J J [da (e), per la proprieta 2.23]

nijz—nizmod”* (ngmodny) | r—1

ni

( nix < nyx —nixzmod® (ngmodny) + ngmodng < ny (z+ 1) da (D
e a (f),
ny (z —1) <nyz — ngzmod* (ngmodng) < nyx
calcoli algebrici

[da (g), (h), (i) ed (1)]

(f) 0 < ngmodn; —nyzmod” (ngmodng) < ny
0 < n; —nyzmod”* (ngmodng) < ny

(g) 0 <nymodn; —nyzmod”® (ngmodny) [da i.]
i. nyzmod* (ngmodn;) < nymodn,

(h) nymodn; —nyzmod* (ngmodn;) < [perché nyzmod™ (ne modn,) > 0]
nomodn; <

n
(i) 0 <ny; —nyzmod” (ngmodn,) [da i

i. nyzmod” (ngmodn;) <
nomodn, <

ni

(j) m1 —nizmod”® (ngmodny) < ny [perché nyz mod* (nymodn;) > 0]

]

Concludiamo questo paragrafo di approfondimento con un’osservazione sulle se-
quenze dei resti e dei quozienti che si ottengono applicando I’algoritmo. Consideran-
do ad esempio gli input n; = 8 e ny = 5, come abbiamo visto prima, si ottengono le
sequenza (rq,...,rs) = (5,2,7,4,1,6,3,0) e (¢1,...,93) = (0,1,0,1,1,0,1, 1).

La prima osservazione e che la sequenza dei quozienti ¢ simmetrica, a parte il
primo e 'ultimo quoziente, che, se n; # ny, sono sempre rispettivamente UL—?J e

H + 1. Nell'esempio, ¢t = 0 = [2], ¢o = gr = 1, g3 = ¢6 = 0, g1 = g5 = 1,

@=1= ng + 1.

La seconda osservazione ¢ che sommando i resti in posizione simmetrica, si ottiene
un numero del tipo ny modn; + kny, k£ € N. Nell’esempio, si ha ry +rg =5+ 0 =
5=5mod8, ro+1r; =243=5,r34+1r=7+6=13=5+8 = 5mod8 + 8§,
ry+rs=441=2>5.
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Proponiamo come esercizio per il lettore la dimostrazione delle seguenti propo-

sizioni:
Proposizione 9.8. Siano ny,ny € N*. Allora, usando la notazione 9.1, per ogni
1,7 € N*:

n

oz 4 r?l’m) modn; = nymodn,

i+j=k""+1= (r
Proposizione 9.9. Siano ni,ny € N*, ny # ny. Allora, usando la notazione 9.1,
per ogni i, 5 € N*:

i+j:k:”1’”2+1:>qi—|—qj:2L@J+1
ny

Riguardo la seconda proposizione, si osservi che, poiché, per la proposizione 9.4,

tutti i quozienti possono essere uguali o a LZ—?J 0a LZ—?J + 1, dire che la somma di

due quozienti e 2 H—TJ + 1 equivale a dire che uno ¢ LZ—?J e laltro e L@J + 1.

ni

9.2 L’algoritmo per il calcolo del M.C.M. - forma

generalizzata

Vediamo ora una forma generalizzata dell’algoritmo per il calcolo del MCM, che

come caso particolare ha l'algoritmo gia analizzato. L’algoritmo generalizzato ha

come input m > 1 numeri nq,...,n,, € N* e come output una terna
q1,1 T q1,k 1,1 T "1,k
k,Q = : : JR=
gm-11 " Gm-1k "m—-11 " Tm—1k

dove k € N* e Q € N~ 1xF R € N1k 1,0 pseudocodice & presente nel riquadro
Algoritmo 9.2.

Esempio 9.3. Applichiamo [’algoritmo con a; =5 e as =4 e ag = 6.
Nella prima iterazione del ciclo si han =1 e dobbiamo dividere as 4119 = 6+0

pera; =5 e ag+ 190 =06+40 per ay = 4:

6=5-1+1
6=4-1+4+2

da cui Gy = 17 q21 = ]., 1= 1 ed To1 = 2.
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q11 T q1,k 1,1 T "1,k
Algoritmo 9.2 | £, Q = : : , R
m-11 "' Gm-1k Tm—1,1 " Tm—1k
algoritmo_MCM (nq, ..., ny,)
Input nq,...,n,, € N*
Output k € N*, Q € N* ¥k R ¢ Nm-1xk
per ¢ = Ilm — 1 esegui

Ti0 <0
fine per
n«—0
ripeti
n«<—n+1
per i = Im — 1 esegui
Sy ey
Tim < (N + Tip—1) modn;
fine per

finché Vie {1,....m—1}: 1, =0
restituisci (n,Q, R)

Nella seconda iterazione st ha n = 2 e dobbiamo dividere ag +1r;; =6+1=7

pera; =95 eaz+ry; =06+2=38 peray =4:

7T=5-142
8§=4-240

d(l cul QLQ — 1; q272 = 2’ 7“172 =2 Gd 7"272 = O

Procedendo in questo modo fino ad ottenere ri, = r2, = 0 per qualche n, si

effettuano le sequenti divisioni:

8=95-14+3
6=4-1+4+2
9=5-1+4
8§=4-240
10=5-240
6=4-1+2
6=5-1+1
8§=4-240
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7T=5-1+42
6=4-1+4+2

=5-1+3
8=4-2+40
=5-1+4
6=4-1+2

10=5-2+4+0
8§=4-240

Siamo usciti dal ciclo principale con n = 10, quindi algoritmo restituisce [’intero

10 e le matrici
a1 Ti2 T3 T4 T15 Ti6 Ti,7 Ti8 T1,9 T110 B 1 2 3 4
21 T22 T23 T2a4 T25 T26 To7 T28 T29 7210 2020

(Ch,l 12 13 Q14 Q15 qie G177 1,8 419 Q1,10):<1 11121

N O
—_

@21 22 23 @24 @25 @26 927 928 29 42,10 12121212

D’ora in poi chiamaremo l’algoritmo della definizione 9.2 “algoritmo generaliz-
zato” e l'algoritmo della definizione 9.1 “algoritmo base”. Se m = 2, l'algoritmo

generalizzato si comporta esattamente come quello base.

q11 T q1,k 1,1 T 71,k
Notazione 9.2. Sia | k, : : , : : lout-
Gm-1,1 """ dm—-1k "m—-11 " Tm—1k
put dell’algoritmo con input ny,...,n, e sia n € N*. Allora poniamo:
o [niolm = L
— Qin sel<n<k o
o g = per ognii € {1,...,m — 1}
Qinmod*k  Gltriment:
0 sen =10
o =0, sel<n<kperogniie{l,...,m—1}

Tinmod*k altrimenti

La cosa piu importante da osservare sull’algoritmo generalizzato ¢ che esso, con
input nq,...,n,,, non fa altro che calcolare in parallelo m — 1 algoritmi “base”,
ciascuno con input n; € n,,, peri € {1,...,m — 1}, e fermarsi quando tutti gli m—1

algoritmi base si fermano.

—_
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Cio ¢ evidente nell’esempio precedente, dove m = 3 e (ny,n2,n3) = (5,4,6). Ad

6=5-1+1
=4-1+2

Ma 6 =5-1+1 e il primo passo dell’algoritmo base con input ng = 6 e ny = 5,

esempio, il primo passo é:

e 6=4-1+2 e il primo passo dello stesso con input ng =6 e ny = 4.

Questa situazione si verifica per ogni passo dell’algoritmo generalizzato: la prima
e la seconda riga sono rispettivamente passi dell’algoritmo base con input n; e ns, e
con input ns e ng. Si puo verificare il caso in cui uno degli algoritmi base termina e

I’altro no, come nel secondo passo:

=5-142
8=4-2+40
Ma l’algoritmo generalizzato prosegue fin quando entrambi (in generale, tutti)

gli algoritmi base terminano:

10=5-240
8§=4-240

Formalizzando quanto abbiamo detto, si puo dire che:

Osservazione 9.3. Per ognii € {1,...,m — 1}, conm > 1:
° qz’:l”nm — qgia’nﬂn
° T;L;Lamynm — rZi,nm

o kMiromm puo essere diverso da k™" (cioé: quando un algoritmo base termina,

non ¢ detto che termini anche l’algoritmo generalizzato)

Dimostrazione. 1 primi due punti sono una conseguenza diretta della definizione
dell’algoritmo, in particolare delle istruzioni 10 e 11.
Non dimostriamo I'ultimo punto, perché dimostreremo un risultato piu forte, che

stabilisce quanto vale esattamente k™1 "m,

]

Dall’osservazione 9.3 si puo concludere che sui quozienti e sui resti dell’algoritmo
generalizzato non possiamo dire nulla che non sia immediatamente riconducibile
a proprieta dei quozienti e sui resti dell’algoritmo base, percio non annoieremo il

lettore con proprieta dalla dimostrazione banale.
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Non ci resta allora che parlare di k™", Le uniche proprieta dell’algoritmo
base connesse a k™" sono l'ultimo punto dell’osservazione 9.1 ed il teorema 9.1.

Ora li generalizziamo entrambi.
Osservazione 9.4. Vi€ {1,...,m — 1} : """ = (0 & k™""m | n
Dimostrazione.

e Sen = k™" vyuol dire che 'algoritmo € appena terminato (perché k™"

e per definizione 'ultimo valore assunto dalla variabile n), quindi la condizione

esiste un t tale che r_t_n > 0eéfalsa, dunque perognii € {1,...,m — 1}
sihar_i_n = 0. Allora, usando la notazione 9.2, per ognii € {1,...,m — 1}
sthaO=r_in=r """ =rluim,

e Se n < k™»"m_ ci vogliono altre iterazioni prima che 'algoritmo termini
(perché il valore finale assunto da n & per definizione k™"") quindi la con-
dizione esiste un t tale che r_t_n > 0 e vera, cioe Vi € {1,...,m — 1} :

ribetm — () ¢ falsa

n

e Se n > kMontm e Mmoo | allora per ogni i € {1,...,m — 1} si ha
Nil,-esNm . N1,-sNMm _ Tn‘l:"-vnm _ 0
1;7” — ,L"n mod* knl ..... nm - Z7kn1 ..... nm -
e Se n > kMontm g fnnmo ko allora per ogni i € {1,...,m — 1} si ha
N1yeeesm M1y, m N1y Nim N1,...,M Nis-esm
Tin = T mod® kniomm = Tig ,con 0 <t <k ™, dunque r; =
riptm >0

Il seguente lemma, abbastanza intuitivo, viene utilizzato per generalizzare il

teorema 9.1.

Lemma 9.1. Siano m € Nm > 1, e ny,...,n, € N*. MCM (n,...,n,) =
MCM (MCM (n1, 1), o.., MCM (N1, ) ), ci0€, per definizione di minimo comu-

ne multiplo:
e Vic{l,...,m—1}: MCM (n;,n,,) | MCM (nq,...,nm)
e Vic{l,...,m—1}: MCM (n;,ny,) | n = MCM (n1,...,nn) | n
Dimostrazione. 1. n, | MCM (n4, ..., n,,) [per definizione di MCM]
2. Siaie{l,...,m—1}

(a) n; | MCM (ny,...,ny,) [da 2., per definizione di MCM]
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(b) MCM (n;,ny,) | MCM (ng,...,ny,) [da 1. e 2.—(a), per definizione di
MCM]

3. Vie{l,...,m—1} : MCM (n;,ny,) | MCM (n4,...,ny,) [da 2.—(b)]

4. Siai e {1,...,m— 1}, MCM (n;,n,) | n

(a) ng, | [per definizione di MCM]
MCM (n;, ny,) | [da 4.]

n
(b) n; | [per definizione di MCM]
MCM (n;, ny,) | [da 4.]

n

5. Vie{l,...,m—1} : MCM (n;,ny,) | n = [da 4.—(a) e 4.—(b)]
Vie{l,...,m —1}:n,, | n = [per definizione di MCM]
MCM (nq,...,ny) | n

6. MCM (n4,...,n,) = MCM (MCM (n1, ) , ..., MCM (1,—1, 0, ) ) [da 3. € 5.,
per definizione di MCM]

]
. MCM(n1,....70m
Teorema 9.2. Siano m € Nm > 1, e ny,...,n,, € N*. gr-nm = % e
1o Nm
; . TL5eeey Nm __ MCM(”I ----- M )
Vie{l,....om—1}: > qy = el
n=1

Dimostrazione.

Dimostriamo che k% %m =
LVie{l,...,m—1}:r 50, =0 [per I'osservazione 9.3]
2.Vie{l,....,m—1} :rp"" o, =0 [da 1., per la notazione 9.2]

3. Vie{l,...,m— 1} gmmm | gmieomm [da 2., per Posservazione 9.1]

4. Vie{l,...,m—1}: %Z”m) | k™oomme[da 3., per il teorema 9.1]

6. Vi e {1,...,m — 1} : k™" = [per il teorema 9.1]
MCM(n;,nm ) | [
MCM (o)

Nm

per il lemma 9.1]
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7.Vie{l,...,m—1}: r?{\;’dﬁ’; ,,,, oy = Der l'osservazione 9.3]
Tieniny . mmy = |da 6., per I'osservazione 9.1]
nm
0

8. fnirenm | MCM(n1,...,nm)

Q. fMienlm — MCM(n1,...,nm) [da 5. e 8]

Nm
km1s- nm
i 1 ; . Niyeeeylm _ MCM(ni,...,nm)
Ora dimostriamo che Vi € {1,... , m —1}: > im = oL
n=1
)L I nm
1 S g™ = [per Posservazione 9.3]
n=1 ’
) SL5 R nm
> g = [per la parte precedente della dimostrazione]
n=1

S qr"m = [per la proposizione 9.3]

MCM(nq,..., nm)
Nm 7’“’"1
n; o

| MMOtn) | — (40 MCM (n, .., ) modn; = 0)

n;
MCM(n1,...,nm)

uz

9.3 Urn’interpretazione dell’algoritmo per il calco-
lo del M.C.M.

I tratteggi lineari sono un ottimo modello per interpretare 1’algoritmo per il calcolo
del M.C.M. del capitolo 9, che in questo modo dovrebbe risultare piu intuitivo e meno
asettico. Consideriamo per semplicita solo la forma base (definizione 9.1), essendo il
discorso facilmente estendibile alla forma generalizzata (anzi, cio puo costituire un
utile esercizio per il lettore). Utilizziamo la notazione 9.1.

Siano ny,no,n € N*. La proposizione 9.2 afferma che:

ni,

nz __
T = nonmod ng

Consideriamo il tratteggio (ny,ns) € L2 nonmodn, ¢ la differenza tra non, il
valore dell’n-esimo trattino di indice 2, e nq {%J, il valore del piu grande trattino
di indice 1 minore o uguale all'n-esimo trattino di indice 2 (proposizione 4.1). La si-
tuazione, nei casi (ny,ny) = (7,4) e (n1,ng2) = (4,7), ¢ visualizzata, rispettivamente,
nelle figure 9.3 e 9.3.
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dl23 4 Fa| 78\l deli7 18192021

L | L |
r1=3=Tmodd rm=2=1dmod4d m=2=21mod4

22|23 | 2425|2627 28

L
ra=0=28mod4

Figura 9.1: Interpretazione della proposizione 9.2, con (ny,ny) = (7,4).

I
ra=1=8mod? ra=2=16mod7

r1=4=4mod7

rm=5=12mod7 rs=6=20mod7

2122|2324 25|26 27|28

L | L
re=3=24dmod7 M=0=28mod 7

Figura 9.2: Interpretazione della proposizione 9.2, con (ny,ns) = (4, 7).
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2202

al 2l zlafa]&]alz24a] afietii] iz

J A -4 17 -

I | | L] LI

Jl2 346|780V |12|153]i4

N 3R /’:’ -
\ \
g1=1 gz=2

Figura 9.4: Interpretazione grafica del corollario 9.3, con (ny,n9) = (4,7).

Grazie a quest’interpretazione dell’'n-esimo resto, possiamo visualizzare grafica-
mente 1'osservazione 9.2, secondo cui applicando 'algoritmo per il calcolo del M.C.M.
con input ny ed ng, ed applicandolo con input 71" ed nq, si ottiene la stessa se-
quenza di resti. Cio significa che la differenza tra 1'n-esimo trattino di indice 2 ed
il precedente trattino di indice 1, nel tratteggio (nq,ns), € pari alla differenza tra
I'n-esimo trattino di indice 1 ed il precedente trattino di indice 2, nel tratteggio
( ni,n2

r17", ny), per ogni n. Cio ¢ mostrato in figura 9.3.

Finora abbiamo dato un significato all'n-esimo resto. Ora analizziamo i corollari

9.2 e 9.3, che permettono di dare un significato all’n-esimo quoziente, affermando

mna _ {@J _ {na (n - 1>J _ {n2+n2 (n—1) modnlJ

q
" ni ny ni

che:

Dall’espressione centrale (corollario 9.3), alla luce del corollario 4.2, si ottiene
che ¢*"2 & pari alla differenza tra il numero di trattini positivi minori o uguali ad
(2,n) ed il numero di trattini positivi minori o uguali a (2,n — 1); in altri termini,
g™ & pari al numero di trattini maggiori di (2,n — 1) e minori o uguali a (2, n).

Cio e rappresentato graficamente in figura 9.3.

na(n—1)

Si puo anche osservare che {MJ — {
ni ny

J , se si sostituisce ny con nn, e ny con

n} + nl, ¢ pari all’ampiezza dell'intervallo che contiene t(n, ) (n—1) (si veda il
12772
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ilzlzlalsla|7aloliol2]i2]13] 14

N . Z
) N

4] |7

== |-]2|53-1=2

7 LlJA_

dlz2lalalrlal7] s i
¥ ¥

T+7 1med 4 7+3 10
Fq = = =| — =2
4 4 4

Figura 9.5: Interpretazione grafica dei corollari 9.3 e 9.2, con (ny,ny) = (4,7).

paragrafo 6.5).

na+n2(n—1) mod ny
ni

L’espressione { J puo essere guardata, sempre alla luce del corolla-
rio 4.2, come il numero di trattini positivi di indice 1 di valore minore o uguale a
ns + ng (n — 1) modny. Ricordando quanto abbiamo appena detto, possiamo di-
re quindi che ci sono tanti trattini positivi di indice 1 di valore minore o uguale a
ns+mns (n — 1) mod ny, quanti ce ne sono tra (2,7 — 1), non compreso, e (2, n), com-
preso. Potremmo in effetti definire una corrispondenza biunivoca tra i due insiemi

di trattini: una possibile corrispondenza ¢ visualizzata in figura 9.3.
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Capitolo 10

Tratteggi dei quozienti di primo

ordine

In questo capitolo trattiamo in dettaglio i tratteggi dei quozienti di primo ordine
(definiti, ricordiamo, come metatratteggi di un tratteggio lineare di secondo ordine).
Questo caso, pur essendo semplice, non & banale come quello dei tratteggi lineari
di primo ordine (tranne che per la funzione t, ovviamente). Infatti, la funzione
t_valore dei tratteggi di Q', anziché data per definizione come in £!, & ricavata dalla
definizione di metatratteggio e, come vedremo, & una funzione piu complessa di un
semplice prodotto. Una volta ricavata la funzione t_valore, questa sara utilizzata

per ottenere la funzione t_spazio.

10.1 t_valore dei quozienti di primo ordine

La funzione t_valoreg, Q € Q, ¢ strettamente legata all’algoritmo per il calcolo del
M.C.M.. Per concretizzare quest’aspetto, applichiamo I’algoritmo con input n; =5
e ny = 8 (il lettore pud provare in seguito anche con I'esempio 9.1, che & un caso

abbastanza degenere e percio non lo consideriamo adesso):

8 = 1-5+3
11 = 2-5+1
9 = 1-5+4
12 = 2.5+2
10 = 2-540

Quindi le sequenze dei resti e dei quozienti che si ottengono sono, rispettiva-

mente? (7’1,7"2,7’3,7"477’5) - (37174-7 270) € (Q1yq27Q37Q47Q5) - (172717272)' A par-

257
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tire da questi, seguendo la notazione 9.1, sono definiti r>® e ¢>® in modo tale
che (Tf’g, rg’s, o ,Tf’lg, . ) =(3,1,4,2,0,3,1,4,2,0,3...) e (qi”S, qg’g, o ,qff, . ) =
(1,2,1,2,2,1,2,1,2,2,1,...).

Ora analizziamo, d’altra parte, il tratteggio @ = ¢ (T'), con T' = (ny,n2) = (5, 8).
Esso ¢ definito (definizione 3.9) come il metatratteggio di (8) generato da (Az. |£])
e dalla funzione identica definita su {1}. La partizione di N indotta dalla funzione

di ripartizione f = Ax. L%J e la seguente:

{A700), /1), f712), ... ={{0,1,2,3,4}, {5,6,7,8,9}, {10,11,12,13,14}, ...

Partizionando in questo modo le colonne di (8), si ottiene la seguente tabella:

Per come & stata ottenuta la tabella, si puo associare I'z-esimo trattino di @)
dopo lorigine all’z-esimo multiplo positivo di ny (nell’esempio, 8, 16, ...) ed il suo
valore nel tratteggio corrisponde al numero di intervalli disgiunti di cardinalita n;
che si devono considerare, partendo da zero, per raggiungere tale numero. Alla luce

di questo si puo interpretare il seguente teorema:

Teorema 10.1. Sia Q = q(T), con T € L2, T = (ny,ny). Allora, per ogni v € N*:

t_valoreg (x) = L@J
ny

Dimostrazione.

1. @ = q((n1,n9)) & il metatratteggio di (ng) generato dalla funzione di riparti-
zione f; = Az. L%J e dalla funzione identica f definita sull’insieme {1} [per

definizione di tratteggio dei quozienti (definizione 3.9)]
2. t_valoreg (z) = [per definizione di t_valore e perché @) ¢ di primo ordine]
Q ((1,z)) = [da 1. per definizione di metatratteggio (definizione 3.7)]

ni

fi (t_valore(nz)[ffl(l)] (:B)) = [da 1. (in particolare, perché f; = Azx. {iJ efe
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la funzione identica definita sull’insieme {1})]
(/\IL‘. L%J) (t_valore(m)m (m)) = [dalle definizioni di tratteggio e di sottotrat-
teggio]

()\x {HJ) (t_valore,,) (z)) = [applicazione della funzione Az. {%J a t_valorerp ()]

t valore(n2) J

L = [per definizione di (ny)]
]

]

In questo modo abbiamo ricavato ’equazione della funzione t_valore direttamente
dalla definizione del tratteggio. In alternativa, sarebbe stato possibile fare il contra-
rio, ossia dare il teorema 10.1 come definizione di tratteggio dei quozienti, e succes-
sivamente dimostrare che un tratteggio definito in tal modo ¢ un metatratteggio di

un tratteggio lineare.

Proposizione 10.1. Sia Q = ¢(T), con T € L*, T = (ny,ny). Allora, usando la

notazione 9.1, per ogni x € N*:

ni,n2

t_valore_diff (z) = 2%

Dimostrazione.
1. t_valore_diffg (z) = ¢2v"™ [da 2., 2.-(a), 3. e 3.(a)]

2. Sexz=1

(a) t_valore_diffg (z) = [da 2., per definizione]

t_valorer (z) = [per il teorema 10.1]

= [da 2.]
LZ—?J = [per la proposizione 9.3]
gt = [da 2]
q;ll ;N2
3. Sex>1

(a) t_valore_diff (z) = [da 2., per definizione]
t_valorer (z) — t_valorer (x — 1) = [per il teorema 10.1]
LMJ - LMJ = [per il corollario 9.3]

ni n1
n1,n2

4z
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Ad esempio, osservando la tabella di @) si ottiene che t_valore_diffy (1) =1—-0 =
1 =¢}® e t_valore_diffg (2) =3 —1=2=¢°.

Notiamo anche che, se fosse nota in partenza ’espressione di t_valore_diffg, sa-
rebbe possibile ottenere t_valoreg in modo molto semplice, sfruttando alcuni risultati

dei capitoli precedenti:

1. t_valoreg (x) = [proprieta 3.1]
t_valore_diff (x) = [per la proposizione 10.1]
=

(2

g™ = [per la proposizione 9.3]
i=1

5]

Proposizione 10.2. Sia Q = ¢(T), con T € L* T = (ny,ns). Allora, per ogni

T

x € N*, il piv grande trattino di QQ di valore minore o uguale a x é <1, {MJ >

arg max Q (u) = <1, {MD

ueQ|Q(u)<z Ny

In altri termina:

Dimostrazione.
1. Il piu grande trattino di ) di valore minore o uguale a x e <1, Lm(%;)_lj>
[da 2. e 3.]

2. Siat=(1,k) = argmax Q (u)
ueQ|Q(u)<z

3. k= [da 2. e per il lemma 3.8]

argmax @ ((1,n)) = [per il teorema 10.1]
neN, Q((1,n))<z

arg max L%”J = [per la proprieta 2.25]
neN, {%J <z

nan
ni

arg max { J = [per la proprieta 2.24]

neN, ngn<ni(z+1)—1

arg max LMJ = [per monotonia della parte intera]
ni
neN, n<| L1 |

ny(z+1)—1
ng

10.2 t_spazio dei quozienti di primo ordine

In questo paragrafo ricaviamo la funzione t_spazio per un tratteggio dei quozienti
di primo ordine, partendo dalla conoscenza della sua funzione valore, espressa dal

teorema 10.1.
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Si presenta subito un problema: un tratteggio dei quozienti puo non avere spazi!
Consideriamo ad esempio il tratteggio R = ¢ (U), con U = (n1,ne) = (8,5). Si noti
che ny e ny sono scambiati rispetto a quelli del tratteggio () del paragrafo preceden-
te: invitiamo il lettore a confrontare quest’ultimo col tratteggio R appena definito.
R, per la definizione 3.9, ¢ il metatratteggio di (5) generato da ()\x. L%J) e dal-
la funzione identica definita su {1}. La partizione di N indotta dalla funzione di

x

ripartizione f = A\z. ng ¢ la seguente:

{0,1,2,3,4,5,6,7}, {8,9,10,11,12,13, 14, 15} ,

1 -1 -1 =
{710, ), f (2>""}_{{16,17,18,19,20,21,22,23},--.

Partizionando in questo modo le colonne di (5), si ottiene la seguente tabella:

2
1 16 [ 17| 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23

da cui, aggiungendo piu colonne, si ottiene la seguente tabella:

0[1(2]3[4|5|6[7]8]9]10
177_7_77_7_7

Evidentemente R non ha spazi. E interessante notare, pero, come la proposizione
10.1 valga anche in questo caso. Infatti, applicando l'algoritmo per il calcolo del

M.C.M. con input 8 e 5 si ottiene:

5 = 0-8+45
10 = 1-8+42
7 = 0-847
12 = 1-8+44
9 = 1-8+41
6 = 0-8+6
11 = 1-843
8§ = 1-8+0

}
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Quindi la sequenza dei quozienti ¢ (q1,...,q9s) = (0,1,0,1,1,0,1,1). I quozienti
nulli indicano appunto che due trattini consecutivi hanno lo stesso valore, cioe stanno
nella stessa cella della tabella. Ad esempio, t_valore_diffg (3) = t_valoreg (3) —
t_valoreg (2) = 1 — 1 = 0; d’altra parte, applicando la proposizione 10.1 si ha che
t_valore_diff (3) = q§’5 = 0. Si puo osservare, inoltre, che tutti i quozienti sono
minori o uguali a 1: cio, sempre alla luce della proposizione 10.1, non consente la
presenza di spazi in (), perché se esistesse uno spazio, allora esisterebbero due trattini
consecutivi i cui valori differiscono di almeno 2. Dunque il fatto che R non contenga
spazi € dovuto al fatto che i quozienti ottenuti con 1’algoritmo sono tutti minori o
uguali a 1, che a sua volta & dovuto al fatto che il secondo input (5 nell’esempio) &

minore o uguale al primo (8). Piu formalmente:

Proposizione 10.3. Sia Q = q(T), con T € L2, T = (ny,ns). Allora Q non ha

spazi (cioe la funzione t_spaziog non ¢ definita) se e solo se ng < ny.
Dimostrazione.

1. @ non ha spazi < [per la proprieta 3.3]
Vo € N* : t_valore_diff (z) < 1 < [per la proposizione 10.1]
Ve € N*: ¢ < 1 & [per la proposizione 9.4]

ng < ny
O

Parecchie semplici proprieta dei tratteggi dei quozienti si possono ricondurre a

proprieta dell’algoritmo per il calcolo del M.C.M., ad esempio:

Proposizione 10.4. Sia Q = q(T), con T € L2, T = (ny,n3). Q ¢ periodico, con
MCM(nq,n2) MCM(n1,n2) '

e lunghezza di un dominio fondamentale
ng ni

pertodo

Dimostrazione.

MCM(n1,n2
n2

1. @) & periodico, con periodo ) e lunghezza di un dominio fondamentale

MCM(nq,n2) [
ni

da 2., 3. e 4., per la definizione 1.15]

MCM(n1,n2)
n2

trattino successivo a t

em =

. MCM
2. Siano n = W

; sia, per ogni t € @, t, I'n-esimo

3.VteQ: Q) =Q (t,) —m A ind (t) = ind (t,) [da 2., (a), (b), (c) e (d)]

(a) Siat=(1,k) €Q
(b) Sia v = <1, k + %;“"2» [k definito in (a)]
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(¢) v=t, [da (a), (b) e 2., per il corollario 3.3]
(d) Q(t) = [da (a), per definizione di T

nzk
ni
n_2k + MCM(nl,TLz) o MCM(TL1,?’L2)

ni ni ni
n2k+MCM(n1,n2) . MCM(nl,ng) o
ni ni o

= [per la proprieta 2.19]

| n2 <k+

MCM(ny,n9)
P )J — MCMXI’M) = [da (b), per definizione di T
Q (v) — ML = [da 2]
Q(v) —m
4. neN n<n=VmeNIHec@: Q) #Q(y)—mVind(t) # ind (t,)
[da (a)]

(@) " eN ' <n=VmeNIec@: Q) #Q(ty)—m|da (b)e (b)-.]
(b) Siano n’ € N*, n’ <n, ed m € N*

LI EQ: Q) £ Q(tw) —m

nan’ — | nan/
o ) I {mJﬂLl Sem—L—fMJ .
ii. Sia x € N* tale che ¢}*™" = / [z & ben
non

ni

altrimenti

definito, per A.]
A, Jr e N+ g = {MJ ATz € N*: gumen — {MJ +1[da

ni x’ ni

B., per la proposizione 9.5]

L"Q—"/J ny < nan’ < ({”2—”/J + 1) ny [da C. e H/]

ni ni

L”Q—"/J ny < ngn’ [da D]

ni

non' — nen’ modny < non’ [da E/]

= Y a =

nen’ modng > 0 [da F.; se infatti fosse nyn’ mod n; = 0, sarebbe
MCM (nq,n2) | non/|

0 < nen’ < MCM (nq,n2) [da G.]

0 < n' < MO [qa (b) e 2]

nan’ < <L"§—5J + 1) ny [da L]

nan’ < ngn’ — ngn’ modny + ny [da J.]

—~ = &

non’ modn; < ny
iii. Siat=(l,n'z) € Q
iv. Q(t) #Q(t,y) —m [da B. e D]

ni,non’

V. m# qg
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L Q1) £Q(tw) —m
] [
B

ni

m# \‘nzn +n2nxmodn1J

ni,non’

m# q;
vil. t,y = (1,k+n') [da ii., per il corollario 3.3]

[]

Proposizione 10.5. Sia Q = q(T), con T € L%, T = (n1,ny). Q ¢é strettamente

monotono se e solo se ny > ny.
Dimostrazione.

1. @ e strettamente monotono <
Vo € N* : t_valore_diffg () > 1 < [per la proposizione 10.1]
Vo € N*: ¢ > 1 & [per la proposizione 9.4]

Ny 2> Ny
Il

Per la proposizione 10.4, i tratteggi dei quozienti sono periodici. Quindi, per il
corollario 3.4, se un tratteggio dei quozienti ha uno spazio, allora ha infiniti spazi;
in altri termini, un tratteggio dei quozienti o non ha spazi (e cid accade se e solo se
ny < my, in base alla proposizione 10.3), o ne ha infiniti. Quindi, nel caso ny > ny,

e senz’altro definita la funzione t_spazio, che esplicitiamo nel teorema seguente.

Teorema 10.2. Sia Q = q(T), con T € L%, T = (ny,ns), con ny > ny. Allora, per
ogni x € N*:

. Nol — 1
t_spazio, (x) =
pasiog (a) = | =1
Dimostrazione.

1. n = t_spaziog (x) < [per il lemma del conteggio (lemma 3.1)]

Hy € {1,...,n} |y ¢ uno spazio di Q}| ==
{ Hy € {l,...,n—1} |y & uno spazio di Q}| =z — 1
( Hy € {1,...,n} |y & uno spazio di Q}| +
+{y € {1,...,n} | y non & uno spazio di Q}| =
x+ [{y€{l,...,n} |y non & uno spazio di Q}|
Hy € {1,...,n—1} | y & uno spazio di Q}|+
+NHye{l,...,n—1} |y non & uno spazio di Q}| =
r—14+H{ye{l,...,n—1} | y non & uno spazio di Q}|

\
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—rt{ye{l,. .. \ io di
n=z+|{ye{ n} | y non & uno spazio di Q}| o & [per de-
n—1l=x—1+|{ye{l,...,n—1} |y non ¢ uno spazio di Q}|

finizione di spazio]
n=z+[{ye{l,....n}[3HeQ: Q) =y}
n—l=x—1+{ye{l,....n—1}|FHeQ:Q(t) =y}
ma 3.5 e per (a)]
n=at{t€Q| Q) € [Og+1al}
n—1l=z-1+{teQ|Q(t) €[Og+1,n—1]}
per (b)]
(n =24+ argmax Q ((1,y))
yeNIQ((Ly))<n
n—1l=x—1+ argmax Q((1,y))
\ yeNIQ((Ly))<n—1
n =+ argmax Q) (t)
teQ|Q(t)<n
n—1=x—-1+4+ argmax Q(t)
teQ|Q(t)<n-1

n=ux+ Lnﬂn—&-l)—lJ

n2

n—lzx—l—k{”l”*l

n2

& [per il lem-

< [per il lemma 3.7 e

& [per il lemma 3.8]

& [per la proposizione 10.2]

J =
ni(n+1)—1

J:n—x
n2

S < [per la proprieta 2.23]
na
np(n—z)<ni(n+1)—1<ny(n—xz+1)
ne(n—xz)<nmn—1<ng(n—z+1)
erchénn—1<n(n+1)—1<ny(n—z+1)=nmn—-1<ny(n—z+1)]
ne(n—z)<ny(n+1)—1<ng(n—xz+1)
ng (n—x) <nn—1
[perché ny (n —z) <nn—1<n;(n+1)—1=ny(n—2) <ny(n+1)—1j
n(n+l)—1<ny(n—xz+1)
ny(n—x) <nmn-—1
due disuguaglianze]
not —1 < (ng —mny)(n+1)
(ng —ny)n < ngx —1
(ng —ny)n <ngx —1 < (ny —ny) (n+ 1) < [per la proprieta 2.23]

|=n-2

— g —N— -

& [calcoli algebrici, separatamente sulle

—

noxr—1
no—ni

n =

(a) @ e strettamente monotono [da ny > ny, per la proposizione 10.5]

(b) @ ({(1,1)) = [per il teorema 10.1]
LZ—?J > [da ng > n4|

1 > [perché lorigine di un tratteggio dei quozienti & 0]

Oq
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]

10.3 Q! come estensione di L'

Un modo interessante di analizzare i tratteggi dei quozienti ¢ interpretarli come
generalizzazione dei tratteggi lineari. Infatti, soffermandosi sul primo ordine, si
ha che ogni tratteggio lineare (n;) € un tratteggio dei quozienti: in particolare,

(n1) = q((1,ny)). Possiamo dire, in generale:
Proposizione 10.6. Sia T = (ny) € L'. Allora T = q((1,n,)) € QL.
Dimostrazione.

1. SiaT = (ny) € L}

a) Sia @ =q((1,n1)) € Q' [ny definito in (a)]
b) T'=Q [da (d) ed (e)]

(c) ord (T') = ord (Q) =1 [da (a) e (b)]

(d) V(L k) € Trattgy : T ((L k) = @ ((1,k))
i. Sek=0

A. T ((1,k)) = [da i., per definizione di origine]
Or = |per la proprieta 3.16]

(a)
(b)
)
)

Og = [da i., per definizione di origine]
Q ({1, k)

ii. Se k>0

A. T ((1,k)) = [per l'osservazione 1.2]

T (tr (k) =
t_valorer (k) = [da (a)]
mk =
|“%| = [da (b), per il teorema 10.1]

t_valoreg (k) =
Q (tg (k)) = [per l'osservazione 1.2]

Q ({1, k)

Corollario 10.1. £' ¢ O'.

Dimostrazione.
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1. L' c Q' [da2. e3]

2. VT € L' : T € Q' [per la proposizione 10.6]
3.3Q € Q' Q ¢ L' [da (a) e ()]

(a) Sia Q =q((5,8))
(b) Q ¢ L' [da (a), (c) e (d); infatti nei tratteggi lineari t_valore_diff & una

funzione costante]
(c) t_valore_diff, (1) = ¢7® = 1 [da (a), per la proposizione 10.1]

(d) t_valore_diff, (2) = ¢5° = 2 [da (a), per la proposizione 10.1]
0

Stabilito dunque che un tratteggio lineare ¢ un tratteggio dei quozienti, in parti-
colare (n1) = ¢ ((1,n1)), si deve avere che tutti i teoremi validi tratteggi lineari del
tipo (nq1) si possono ottenere come casi particolari di teoremi validi per un generico
tratteggio dei quozienti ) = ¢ ((n1,n2)), ponendo ny = 1 e ny = ny. Facciamo tre

esempi, sempre ponendo Q) = ¢ ((ny,ns)):

e Per il teorema 10.1, t_valoreg () = {%“J Ponendo ny = 1 e ny = ny, si

nix

i J = N1, come sapplalmo

ottiene che t_valorey (1, (z) = t_valorer (z) = |

per definizione di tratteggio lineare.
e Secondo il teorema 10.2, il piu grande trattino di () di valore minore o uguale
n2

trattino di ¢ ((1,n1)) = (ny) € <1, {MJ> = <1, L%J >, come affermato dal

ni

azxe <1, LMJ > Ponendo ny =1 e ny = nyq, si ottiene che il piu grande

teorema 4.1.

nox—1

J. Ponendo ny = 1 e ny = ny, si
no—ni

e Per il teorema 10.1, t_spaziog (v) = L

ottiene che t_spazioy ,,y) () = t-spazioy (v) = L%_’EJ, come stabilito dal

teorema 8.1.
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